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Ãëàâà 1

Ïðåäëàãàåìûé êóðñ "Ýëåìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà"èìååò ñâîé öåëüþ ïîäãîòîâêó ê èçó÷åíèþ òàêèõ ñïåöèàëüíûõ ðàç-
äåëîâ âûñøåé ìàòåìàòèêè, êàê "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé"è "Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ñòàòèñòèêà", ÿâëÿþùèõñÿ ñóùåñòâåííûì êîìïîíåíòîì îáðàçîâàòåëüíîé áà-
çû ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ïñèõîëîãèè.

Äàííûé ó÷åáíûé êóðñ (âêëþ÷àþùèé êàê ëåêöèîííûå òåîðåòè÷åñêèå çà-
íÿòèÿ, òàê è ïðàêòè÷åñêèå óïðàæíåíèÿ, ðàññ÷èòàííûé íà îäèí ó÷åáíûé ñå-
ìåñòð ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ î÷íîé ôîðìû îáó÷åíèÿ) âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå
ðàçäåëû:

� ìàòðèöû è ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
� ôóíêöèè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåëû,
� ïðîèçâîäíûå, èíòåãðàëû è ðÿäû.

Ïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà íå ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííîé äëÿ ó÷åáíûõ êóðñîâ âûñ-
øåé ìàòåìàòèêè. Êàê ñîäåðæàíèå åå ðàçäåëîâ, òàê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç-
ëîæåíèÿ ìàòåðèàëà â ïåðâóþ î÷åðåäü îáóñëîâëåíû çàäà÷åé ôîðìèðîâàíèÿ
áàçû çíàíèé, êîòîðàÿ ïîñëóæèò îñíîâîé, îáåñïå÷èâàþùåé óñïåøíîå îñâî-
åíèå ýëåìåíòîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñòóäåí-
òàìè ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé.

1.1 Íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâåäåíèÿ èç êóðñà ýëå-
ìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè

Õîòÿ èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòóäåíòû âëàäåþò îñíîâàìè ýëåìåí-
òàðíîé ìàòåìàòèêè â îáúåìå ó÷åáíûõ ïðîãðàìì ñðåäíåé øêîëû, ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïðèâåñòè (â ñïðàâî÷íîé ôîðìå) ïåðå÷åíü íåêîòîðûõ
ñâåäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ óñïåøíîãî îñâîåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî êóðñà.
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1◦. Ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ
Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a è b ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2,
(a− b)2 = a2 − 2ab + b2,
a2 − b2 = (a + b)(a− b),
(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3,
(a− b)3 = a3 − 3a2b + 3ab2 − b3,
a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2),
a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2).

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a è b èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå a + b ≥ 2

√
ab, ïðè÷åì ïî îïðåäåëåíèþ àðèôìåòè÷å-

ñêîãî êâàäðàòíîãî êîðíÿ ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî
√

a2 = |a| =
[

a, åñëè a ≥ 0,
−a, åñëè a < 0.

2◦. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ
Óðàâíåíèå âèäà

ax + b = 0,

ãäå x � íåèçâåñòíîå, à a 6= 0 è b � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûì è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = − b

a .

3◦. Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ
Óðàâíåíèå âèäà

ax2 + bx + c = 0,

ãäå x � íåèçâåñòíîå, à a 6= 0 è b, c � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ
êâàäðàòíûì è èìååò
ïðè D > 0 äâà ðåøåíèÿ

x1 =
−b +

√
D

2a
è x2 =

−b−
√

D

2a
,

ãäå äèñêðèìèíàíò D = b2 − 4ac
ïðè D = 0 îäíî ðåøåíèå

x = − b

2a
;

ïðè D < 0 íå èìååò ðåøåíèé.
Åñëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè, òî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþ-
ùèå ðàâåíñòâà (òåîðåìà Âèåòà)

x1 + x2 = − b

a
è x1 · x2 =

c

a
.
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4◦. Ñòåïåíè è èõ ñâîéñòâà
Ñòåïåíüþ ÷èñëà a ïîðÿäêà k (k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è k ≥ 2), îáîçíà÷à-
åìîé ak, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âèäà a · a · a · ... · a · a︸ ︷︷ ︸

k ñîìíîæèòåëåé
. Â ýòîì ñëó÷àå

÷èñëî a íàçûâàþò îñíîâàíèåì, à ÷èñëî k � ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè.
Ñòåïåíè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

1) an+m = an · am;
2) (an)m = anm.

Ïîíÿòèå ñòåïåíè ïîëîæèòåëüíîãî è íå ðàâíîãî åäèíèöû ÷èñëà a ìîæíî
îáîáùèòü íà ñëó÷àé, êîãäà åå ïîêàçàòåëü åñòü ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
âèäà p = m

n , òî åñòü ÷èñëà m è n ëþáûå öåëûå (n 6= 0). Äëÿ ýòîãî ïî
îïðåäåëåíèþ ïðèíèìàþò, ÷òî äëÿ ëþáîãî a > 0 è a 6= 1 âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

a1 = a ; a0 = 1 ; a−m =
1

am
; a

1
m = m

√
a.

Òîãäà äëÿ ñòåïåíåé ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì òàêæå áóäóò ñïðàâåä-
ëèâû ñâîéñòâà 1) è 2:

1) ap+q = ap · aq;
2) (ap)q = apq.

Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ
1) è 2) áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë p è q, ïðè ëþ-
áîì ïîëîæèòåëüíîì, íå ðàâíîì åäèíèöå âåùåñòâåííîì ÷èñëå a. Ôóíêöèÿ
y = ax, a > 0, a 6= 1 íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé. Íà ðèñ.1.1 ïîêàçàí âèä
åå ãðàôèêà ïðè a = 3.

Ðèñ. 1.1: Ãðàôèê ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè

5◦. Ëîãàðèôìû è èõ ñâîéñòâà
Ëîãàðèôìîì ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a ïî îñíîâàíèþ b (b � ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî è b 6= 1), îáîçíà÷àåìûì logb a, íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè,
â êîòîðóþ ñëåäóåò âîçâåñòè ÷èñëî b, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî a.
×èñëî b ïðèíÿòî íàçûâàòü îñíîâàíèåì ëîãàðèôìà. Îòìåòèì, ÷òî äàííîå

îïðåäåëåíèå ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â âèäå ôîðìóëû

blogb a = a, a > 0, b > 0, b 6= 1,
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êîòîðóþ íàçûâàþò îñíîâíûì ëîãàðèôìè÷åñêèì òîæäåñòâîì.
Äëÿ ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå äåñÿòè÷íûõ ëîãàðèôìîâ (òî åñòü
ëîãàðèôìîâ ïî îñíîâàíèþ 10) äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ïðèìåíÿåòñÿ ñïå-
öèàëüíîå îáîçíà÷åíèå log10 a = lg a. Ïî òîé æå ïðè÷èíå â âûñøåé ìàòå-
ìàòèêå ëîãàðèôìû ïî îñíîâàíèþ e (èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî e ≈ 2.72 . . .),
íàçûâàåìûå íàòóðàëüíûìè, îáîçíà÷àþò loge a = ln a.
Ëîãàðèôìû äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c è c 6= 1 îáëàäàþò
ñëåäóþùèìè, âûòåêàþùèìè èç ñâîéñòâ ñòåïåíåé, ñâîéñòâàìè:

1) logc ab = logc a + logc b;
2) logc

a
b

= logc a− logc b;
3) logc ab = b logc a;
4) logc a = logb a

logb c
, b 6= 1.

Ôîðìóëó 4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïåðåõîäà îò îäíîãî îñíîâàíèÿ ëî-
ãàðèôìà ê äðóãîìó. Íàïðèìåð, log2 17 = lg 17

lg 2 .

Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ
1) � 4) áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ è ïðè
ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì, íå ðàâíîì åäèíèöå îñíîâàíèè ëîãàðèôìà. Ôóíê-
öèÿ y = loga x, a > 0, a 6= 1 íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé. Íà ðèñ.1.2
ïîêàçàí âèä åå ãðàôèêà ïðè a = 3.

Ðèñ. 1.2: Ãðàôèê ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè
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6◦. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, òîæäåñòâà è óðàâíåíèÿ
Íàïîìíèì, ÷òî óãëû ìîæíî èçìåðÿòü êàê â ãðàäóñíîé, òàê è â ðàäèàííîé

ìåðå. Çà îäèí ãðàäóñ ïðèíèìàþò âåëè÷èíó öåíòðàëüíîãî óãëà, îïèðàþùåãî-
ñÿ íà äóãó â îêðóæíîñòè, äëèíà êîòîðîé ðàâíà 1

360 äëèíû îêðóæíîñòè. Çà
îäèí ðàäèàí ïðèíèìàþò âåëè÷èíó öåíòðàëüíîãî óãëà â îêðóæíîñòè, îïè-
ðàþùåãîñÿ íà äóãó, äëèíà êîòîðîé ðàâíà ðàäèóñó ýòîé îêðóæíîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, óãîë â 360o áóäåò ðàâåí óãëó â 2π ðàäèàí.

Îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé óäîáíî äàâàòü ïðè
ïîìîùè òàê íàçûâàåìîãî "òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî êðóãà", ïîêàçàííîãî íà ðèñ.1.3.

Ðèñ. 1.3: Îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ñèíóñîì óãëà α íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå y-êîîðäèíàòû òî÷êè A ê
äëèíå âåêòîðà −→r = −→

OA.
Êîñèíóñîì óãëà α íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå x-êîîðäèíàòû òî÷êè A
ê äëèíå âåêòîðà −→r = −→

OA.
Òàíãåíñîì óãëà α íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå y-êîîðäèíàòû òî÷êè A
ê åå x-êîîðäèíàòå.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ýòèõ îïðåäåëåíèé
1) ñèíóñ è êîñèíóñ èìåþò çíà÷åíèå äëÿ ëþáûõ óãëîâ α. Â òî âðåìÿ

êàê òàíãåíñ íå ñóùåñòâóåò äëÿ óãëîâ ðàâíûõ π
2 + πn, ãäå n =

0,±1,±2, . . ., òî åñòü äëÿ óãëîâ ±90o, ±270o, ±450o, . . ..
2) òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïåðèîäè÷-

íîñòè, òî åñòü èõ çíà÷åíèÿ áóäóò ïîâòîðÿòüñÿ ïðè èçìåíåíèé
àðãóìåíòà íà îäíî è òî æå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå
ïåðèîäîì.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà x (îáû÷íî èç-
ìåðÿåìîãî â ðàäèàííîé ìåðå) ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü y = sin x, y = cos x è
y = tg x. Èõ ãðàôèêè ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 1.4 � 1.6.

Äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà, ïîçâîëÿþ-
ùèå âûðàæàòü îäíè èç íèõ ÷åðåç äðóãèå. Ïðèâåäåì íàèáîëåå ÷àñòî óïî-
òðåáëÿåìûå íà ïðàêòèêå ñîîòíîøåíèÿ.

1) Îñíîâíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà

sin2 x + cos2 x = 1 , tg x =
sin x

cosx
,

1
cos2 x

= 1 + tg2 x .

2) Ôîðìóëû ñóììû è ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ
sin(α + β) = sin α cos β + cos α sinβ ,
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Ðèñ. 1.4: Ãðàôèê ôóíêöèè ñèíóñ

Ðèñ. 1.5: Ãðàôèê ôóíêöèè êîñèíóñ
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Ðèñ. 1.6: Ãðàôèê ôóíêöèè òàíãåíñ

sin(α− β) = sin α cos β − cos α sinβ ,

cos(α + β) = cos α cos β − sin α sin β ,

cos(α− β) = cos α cos β + sin α sin β ,

tg(α + β) =
tg α + tg β

1− tg α tg β
,

tg(α− β) =
tg α− tg β

1 + tg α tg β
.

3) Ôîðìóëû äâîéíûõ àðãóìåíòîâ

sin 2α = 2 sin α cosα , cos 2α = cos2 α−sin2 α , tg 2α =
2 tg α

1− tg2 α
.

3) Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû (ðàçíîñòè) òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé â ïðîèçâåäåíèå

sinα + sin β = 2 sin
α + β

2
cos

α− β

2
,

sinα− sinβ = 2 sin
α− β

2
cos

α + β

2
,

cosα + cos β = 2 cos
α + β

2
cos

α− β

2
,

cosα− cosβ = −2 sin
α + β

2
sin

α− β

2
,

tg α + tg β =
sin(α + β)
cos α cos β

,
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tg α− tg β =
sin(α− β)
cosα cosβ

.

Â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à îïðåäå-
ëåíèÿ âåëè÷èíû óãëà ïî çíà÷åíèþ êàêîé-ëèáî èç åãî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ îáðàòíûå òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèå ôóíêöèè: àðêñèíóñ y = arcsinx , àðêêîñèíóñ y = arccos x è àðêòàí-
ãåíñ y = arctg x. Äàäèì îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé.

Àðêñèíóñîì x ïðè óñëîâèè, ÷òî |x| ≤ 1, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî y òàêîå,
÷òî |y| ≤ π

2 è sin y = x.

Àðêêîñèíóñîì x ïðè óñëîâèè, ÷òî |x| ≤ 1, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî y
òàêîå, ÷òî 0 ≤ y ≤ π è cos y = x.
Àðêòàíãåíñîì x (äëÿ ëþáîãî x) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî y òàêîå, ÷òî
|y| ≤ π

2 è tg y = x.
Îòìåòèì, ÷òî àðãóìåíòû îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íå èìå-

þò ðàçìåðíîñòè, â òî âðåìÿ êàê èõ çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ óãëàìè è èçìåíÿþò-
ñÿ êàê ïðàâèëî â ðàäèàííîé ìåðå. Ãðàôèêè îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 1.7 � 1.9.

Ðèñ. 1.7: Ãðàôèê ôóíêöèè àðêñèíóñ

Ðèñ. 1.8: Ãðàôèê ôóíêöèè àðêêîñèíóñ
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Ðèñ. 1.9: Ãðàôèê ôóíêöèè àðêòàíãåíñ

Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ çàïè-
ñè ðåøåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Òàê, íàïðèìåð, óðàâíåíèå

sin x = a ïðè |a| ≤ 1 èìååò êîðíè âèäà x = (−1)n arcsin a + πn ,

óðàâíåíèå cos x = a ïðè |a| ≤ 1 èìååò êîðíè x = ± arccos a + 2πn ,

óðàâíåíèå tg x = a ïðè ëþáîì a èìååò êîðíè x = arctg a + πn ,

ïðè÷åì âî âñåõ ýòèõ ôîðìóëàõ n � ëþáîå öåëîå ÷èñëî, òî åñòü, n = 0,±1,±2,±3, . . .

7◦. Ìíîæåñòâà. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè
Ïîä ìíîæåñòâîì â ìàòåìàòèêå ïîíèìàþò ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ (èëè

ýëåìåíòîâ), êîòîðûå ìîæíî îòëè÷àòü êàê äðóã îò äðóãà, òàê è îò îáúåêòîâ,
íå âõîäÿùèõ â äàííóþ ñîâîêóïíîñòü.

Òîò ôàêò, ÷òî îáúåêò x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü
êàê x ∈ X. Åñëè îáúåêò x íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X, òî èñïîëüçóåòñÿ
îáîçíà÷åíèå x /∈ X. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà, òî åñòü íå èìåþ-
ùåãî â ñâîåì ñîñòàâå íè îäíîãî îáúåêòà, èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë ∅. Íàêîíåö,
äâà ìíîæåñòâà X è Y , ñîñòîÿùèå èç îäíèõ è òåõ æå îáúåêòîâ, íàçûâàþòñÿ
ðàâíûìè ñ îáîçíà÷åíèåì ôàêòà ðàâåíñòâà êàê X = Y .

Äëÿ ìíîæåñòâ ñóùåñòâóþò îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, îáîçíà÷àåìàÿ ñèìâî-
ëîì

⋃
, è ïåðåñå÷åíèÿ �

⋂
. Çàïèñü x ∈ X

⋃
Y îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò x ïðè-

íàäëåæèò ëèáî ìíîæåñòâó X, ëèáî ìíîæåñòâó Y . Â ñâîþ î÷åðåäü, çàïèñü
x ∈ X

⋂
Y îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò x ïðèíàäëåæèò îäíîâðåìåííî êàê ìíîæå-

ñòâó X, òàê è ìíîæåñòâó Y .
Åñëè îáúåêòàìè, âõîäÿùèìè â ñîñòàâ ìíîæåñòâà X ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà, òî

òàêîå ìíîæåñòâî ïðèíÿòî íàçûâàòü ÷èñëîâûì. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç ÷è-
ñåë x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì a ≤ x ≤ b, íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì
è îáîçíà÷àåòñÿ [a, b]. Åñëè æå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ÷èñåë, äëÿ
êîòîðûõ a < x < b, òî îíî íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì è îáîçíà÷àåòñÿ (a, b).

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ. Êàæäóþ óïîðÿäî-
÷åííóþ âûáîðêó èç ýòîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùóþ k ýëåìåíòîâ, íàçûâàþò
ðàçìåùåíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ (èíîãäà ãîâîðÿò: "ðàçìåùåíèå
èç n ïî k"). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî n ≥ k ≥ 0. ×èñëî
âñåõ ðàçìåùåíèé èç n ïî k îáîçíà÷àåòñÿ Ak

n. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðè k = 0
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ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ðàçìåùåíèå � ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅, òî ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

Ak
n =

[
1, åñëè k = 0,

n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1), åñëè k > 0.

Ïðîèçâåäåíèå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü

1 · 2 · 3 · . . . · n = n!

(÷èòàåòñÿ "ýí-ôàêòîðèàë"). Ñ ïîìîùüþ ýòîãî îáîçíà÷åíèÿ ôîðìóëà äëÿ
ïîëíîãî ÷èñëà ðàçìåùåíèé óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

Ak
n =

n!
(n− k)!

.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó A0
0 = 1, èìååò ñìûñë ñ÷èòàòü (ïî îïðåäåëåíèþ) 0! = 1.

Òîãäà äàííàÿ ôîðìóëà áóäåò âåðíîé äëÿ ëþáûõ n ≥ k ≥ 0.
Ðàçìåùåíèå èç n ýëåìåíòîâ ïî n íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåí-

òîâ. ×èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ Pn = n!.
Ñîãëàñíî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, ðàçìåùåíèÿ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò

äðóãà êàê ñîñòàâîì ñâîèõ ýëåìåíòîâ, òàê è ïîðÿäêîì èõ ñëåäîâàíèÿ. Åñëè
æå ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ â âûáîðêå íå ñóùåñòâåíåí, òî òàêóþ âû-
áîðêó k ýëåìåíòîâ èç n ïðèíÿòî íàçûâàòü ñî÷åòàíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî
k ýëåìåíòîâ (èíîãäà ãîâîðÿò: "ñî÷åòàíèå èç n ïî k"). Ôîðìóëà äëÿ Ck

n �
÷èñëà âñåõ ñî÷åòàíèé èç n ïî k èìååò âèä

Ck
n =

n!
(n− k)!k!

.

Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ïîëåçíûå ñîîòíîøå-
íèÿ: Ck

n = Cn−k
n è

(a+b)n = C0
nan+C1

nan−1b+C2
nan−2b2+· · ·+Ck

nan−kbk+· · ·+Cn−1
n abn−1+Cn

nbn.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû áèíîìà Íüþòîíà è ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì íåêîòîðûõ ôîðìóë, ïðèâåäåííûõ â 1◦.

8◦. Ïðîãðåññèè
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, åñëè óêàçàíî

ïðàâèëî, êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó (íîìåðó) n ïîñòàâëåíî ñîïîñòàâëåíî
åäèíñòâåííîå ÷èñëî xn, íàçûâàåìîå çíà÷åíèåì n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. ×èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü êàê {xn}.

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé
{an}, åñëè êàæäûé åå ÷ëåí, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ðàâåí ïðåäûäóùåìó, ñëî-
æåííîìó ñ ïîñòîÿííûì ÷èñëîì d, íàçûâàåìûì ðàçíîñòüþ ïðîãðåññèè. Òà-
êèì îáðàçîì, äëÿ çàäàíèÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñëåäóåò óêàçàòü åå
ïåðâûé ÷ëåí è ðàçíîñòü, òîãäà äëÿ ëþáîãî íîìåðà n áóäåò ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî an+1 = an + d.

Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè çíà÷åíèå åå n-ãî ÷ëåíà ìîæåò áûòü íàé-
äåíî ïî ôîðìóëå an = a1 + d(n− 1). Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

a1 + a2 + · · ·+ an−1 + an =
a1 + an

2
· n ,
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ïîçâîëÿþùåå íàõîäèòü ñóììó ïåðâûõ n ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé

{bn}, åñëè êàæäûé åå ÷ëåí, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ðàâåí ïðåäûäóùåìó, óìíî-
æåííîìó íà ïîñòîÿííîå ÷èñëî q, íàçûâàåìîå çíàìåíàòåëåì ïðîãðåññèè.
Äëÿ çàäàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñëåäóåò óêàçàòü åå ïåðâûé ÷ëåí
è çíàìåíàòåëü, òîãäà äëÿ ëþáîãî íîìåðà n áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
bn+1 = bnq.

Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè çíà÷åíèå åå n-ãî ÷ëåíà ìîæåò áûòü íàéäå-
íî ïî ôîðìóëå bn = b1q

n−1. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

b1 + b2 + · · ·+ bn−1 + bn =

[
b1n, åñëè q = 1,

b1
1− qn

1− q , åñëè q 6= 1,

ïîçâîëÿþùåå íàõîäèòü ñóììó ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
Íàêîíåö, åñëè |q| < 1, òî òàêàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ íàçûâàåòñÿ

áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé, è â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó
ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè n. Âåëè÷èíà ýòîãî ïðåäåëà, íàçûâàåìàÿ
ñóììîé áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ïðîãðåññèè, áóäåò ðàâíà b1

1− q .

9◦. Ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ
Â ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòàõ äîïóñêàþòñÿ íåêîòîðûå ñòàí-

äàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðàêòè÷åñêè íå ïðèìåíÿåìûå â ïîñîáèÿõ, èñïîëüçóå-
ìûõ ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè â ñðåäíåé øêîëå. Ïîñêîëüêó ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî ìîæåò äî íåêîòîðîé ñòåïåíè óñëîæíèòü îñâîåíèå ñòóäåíòàìè êóðñà ìà-
òåìàòèêè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïðèâåñòè êðàòêîå îïèñàíèå ýòèõ
ñòàíäàðòîâ è ïðàâèë èõ èñïîëüçîâàíèÿ.

1) Ñèìâîëû îáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ
Ñèìâîë îáùíîñòè ∀ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàìåíû ñëîâ "âñÿêèé", "ëþáîé",

"äëÿ ëþáîãî", â òî âðåìÿ êàê ñèìâîë ñóùåñòâîâàíèÿ ∃ çàìåíÿåò ñëîâà
"ñóùåñòâóåò", "íàéäåòñÿ". Íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîé ÷èñëîâîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñ-
ëè

íàéäåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî C òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà n áóäåò
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |xn| ≤ C,

ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàê: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-
íîé, åñëè ∃C ≥ 0 : ∀n : |xn| ≤ C .

2) Ñèìâîëû ñóììèðîâàíèÿ è ïðîèçâåäåíèÿ
Åñëè íåîáõîäèìî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ñóììû, â êîòîðîé ÷èñëî ñëà-

ãàåìûõ íå èìååò êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ, íî èçâåñòíî êàê çàâèñèò âåëè÷èíà
êàæäîãî ñëàãàåìîãî îò åãî íîìåðà, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûé
ñèìâîë ñóììèðîâàíèÿ

n∑
k=1

, óêàçàâ ïðè ýòîì îáùèé âèä ñëàãàåìîãî è äèà-
ïàçîí èçìåíåíèÿ èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ñèìâîë
çàìåíÿåò ñëîâà "ñóììà ïî k â ïðåäåëàõ îò 1 äî n . . . "

Íàïðèìåð, ñóììà

sin 1 + sin 2 + sin 3 + · · ·+ sin(m− 1) + sin m
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çàïèñûâàåòñÿ êàê
m∑

k=1

sin k,

à ñóììà
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1
(n− 2)(n− 1)

+
1

(n− 1)n
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

n∑

k=2

1
(k − 1)k

.
Åùå îäèí ïðèìåð: ôîðìóëà áèíîìà Íüþòîíà ñ ïîìîùüþ ñèìâîëà ñóì-

ìèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

(a + b)n =
n∑

k=0

Ck
nan−kbk.

Àíàëîãè÷íûé âèä çàïèñè ñóùåñòâóåò è äëÿ ïðîèçâåäåíèé. Íàïðèìåð,
ðàâåíñòâî

1 · 2 · 3 · . . . · n = n!

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
n∏

k=1

k = n!.

10◦. Ïîëåçíûå íåðàâåíñòâà
Äëÿ ëþáûõ äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a è b âåðíî íåðàâåíñòâî Êîøè

a + b

2
≥
√

ab ,

êîòîðîå èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå: äëÿ ëþáûõ äâóõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë x è y ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

x2 + y2 ≥ 2|xy| .
Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî Êîøè âåðíî è äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà íåîòðèöà-

òåëüíûõ ÷èñåë:
a1 + a2 + a3 + . . . + an−1 + an

n
≥ n
√

a1a2a3 · · · an−1an .

Ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ ñóììèðîâàíèÿ è óìíîæåíèÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå
ìîæíî çàïèñàòü êàê

1
n

n∑

k=1

ak ≥ n

√√√√
n∏

k=1

ak .

Â áîëüøîì ÷èñëå ïðèêëàäíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìûå îöåíêè ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû ïðè ïîìîùè, âûòåêàþùåãî èç ôîðìóëû áèíîìà Íüþòîíà è âåðíîãî
äëÿ ëþáîãî x è ëþáîãî a > −1, íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè

(1 + a)x ≥ 1 + xa .
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1.2 Çàìå÷àíèÿ î ðîëè òî÷íîñòè îïðåäåëåíèé è
ôîðìóëèðîâîê

Â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè ñëåäóåò îáðàùàòü îñîáîå âíèìàíèå íà ïîë-
íîòó è òî÷íîñòü îïðåäåëåíèé, ôîðìóëèðîâîê òåîðåì è îïèñàíèÿ ñâîéñòâ.
Íåäîïóñòèìà êàê èçáûòî÷íîñòü (èçëèøíÿÿ ìíîãîñëîâíîñòü) ïîäîáíûõ ëåê-
ñåì, òàê è ïîòåðÿ êàêèõ-ëèáî èõ äåòàëåé.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè.
1◦. Àðèôìåòè÷åñêèé êâàäðàòíûé êîðåíü. Êàê ýòî óæå áûëî îòìå÷åíî, ïî
îïðåäåëåíèþ àðèôìåòè÷åñêîãî êâàäðàòíîãî êîðíÿ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

√
a2 = |a|.

Ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: "Íå ïðîùå ëè ïîëîæèòü, ÷òî
√

a2 = a ?"×òî áû
ïîêàçàòü îøèáî÷íîñòü òàêîãî îïðåäåëåíèÿ, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ öåïî÷-
êó ïðåîáðàçîâàíèé: äëÿ ëþáîé ïàðû ÷èñåë x è y áóäóò âåðíûìè ðàâåíñòâà

x2 − 2xy + y2 = y2 − 2yx + x2,
(x− y)2 = (y − x)2,√
(x− y)2 =

√
(y − x)2.

Åñëè òåïåðü èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå âèäà
√

a2 = a, òî ìû ïîëó÷èì

x− y = y − x ⇒ x = y,

÷òî î÷åâèäíî íåâåðíî. Â òî âðåìÿ êàê èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ
√

a2 = |a|
äàåò

|x− y| = |y − x| ⇒ 0 = 0,

÷òî âåðíî äëÿ ëþáîé ïàðû ÷èñåë x è y.
2◦. Ñêîëüêî êîðíåé ìîæåò èìåòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå? Ðàññìîòðèì òðè
ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿ À), Â) è Ñ):

À) Óðàâíåíèå ax2 + bx + c = 0 � êâàäðàòíîå.
Â) Êâàäðàòíîå ðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü áîëåå äâóõ êîðíåé.
Ñ) Äëÿ ëþáûõ, ïîïàðíî íåðàâíûõ ÷èñåë α, β è γ óðàâíåíèå

(x− α)(x− β)
(γ − α)(γ − β)

+
(x− β)(x− γ)
(α− β)(α− γ)

+
(x− γ)(x− α)
(β − γ)(β − α)

= 1

ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó À) è ïðè ýòîì îíî èìååò òðè ðàç-
ëè÷íûõ êîðíÿ x1 = α, x2 = β, x3 = γ.

Î÷åâèäíî, ÷òî óòâåðæäåíèÿ À), Â) è Ñ) ïðîòèâîðå÷èâû â ñâîé ñîâî-
êóïíîñòè. Èíà÷å ãîâîðÿ, îäíî èç íèõ îøèáî÷íîå è, íà ïåðâûé âçãëÿä, íàè-
áîëüøèå ñîìíåíèÿ âûçûâàåò óòâåðæäåíèå Ñ). Îäíàêî, îíî íà ñàìîì äåëå
âåðíîå, à îøèáêà ñîäåðæèòñÿ â óòâåðæäåíèè À). Äåëî â òîì, ÷òî êâàäðàò-
íûì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå ax2 + bx + c = 0, a 6= 0. È èìåííî äëÿ íåãî
âåðíî óòâåðæäåíèå Â). Â íàøåì æå ñëó÷àå, åñëè ïðèâåñòè óðàâíåíèå Ñ) ê
âèäó, óêàçàííîìó â óòâåðæäåíèè A), êîýôôèöèåíò ïðè x2 îêàæåòñÿ ðàâ-
íûì íóëþ. Áîëåå òîãî, ýòî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 1 = 1, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâîì � âåðíûì ðàâåíñòâîì ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x (â òîì ÷èñëå è
ïðè x1 = α, x2 = β, x3 = γ).
3◦. Ìîæíî ëè ïðîèçâîëüíî ãðóïïèðîâàòü ñëàãàåìûå â ñóììå? Êàçàëîñü áû
àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ äëÿ ÷èñåë ïîçâîëÿåò äàòü ïîëîæèòåëü-
íûé îòâåò íà äàííûé âîïðîñ. Îäíàêî ýòî âåðíî ëèøü äëÿ ñóìì ñ êîíå÷íûì
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÷èñëîì ñëàãàåìûõ. Åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå íå îãðàíè÷åíî, òî âîç-
ìîæíî âîçíèêíîâåíèå ñèòóàöèè ïîäîáíîé ñëåäóþùåé. Ñîãëàñèìñÿ "íà âå-
ðó"ñ óòâåðæäåíèåì, ÷òî ñóììà íåîãðàíè÷åííîãî ÷èñëà íóëåé ðàâíà íóëþ, è
ðàññìîòðèì ñóììó âèäà

A = 1 + 2− 3 + 1 + 2− 3 + 1 + 2− 3 + 1 + 2− 3 + 1 + 2− 3 + . . .

ñãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå ñíà÷àëà êàê

A = (1 + 2− 3) + (1 + 2− 3) + (1 + 2− 3) + (1 + 2− 3) + (1 + 2− 3) + . . .

ïðèäåì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî A = 0, ïîñêîëüêó êàæäàÿ ñóììà â ñêîáêàõ äàåò
íîëü. Îäíàêî, ïðè äðóãîì ñïîñîáå ãðóïïèðîâêè

A = 1 + (2− 3 + 1) + (2− 3 + 1) + (2− 3 + 1) + (2− 3 + 1) + (2− 3 + . . .

ïîëó÷àåì A = 1. ×òî îçíà÷àåò íåïðèìåíèìîñòü ñî÷åòàòåëüíîãî ïðàâèëà äëÿ
ñóìì ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò òîò ôàêò, ÷òî ñ "áåñêîíå÷íîñòüþ"íåëüçÿ
îïåðèðîâàòü êàê ñ îáû÷íûì ÷èñëîì. Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû
ìîãóò âîçíèêíóòü è â ñëó÷àå ïîäìåíû ïîíÿòèé "îòñóòñòâèå îïðåäåëåííî-
ñòè"è "ñóùåñòâîâàíèå âåðîÿòíîñòè", êîòîðàÿ íåðåäêî äîïóñêàåòñÿ ïðè ðàñ-
ñóæäåíèÿõ íà èíòóèòèâíîì óðîâíå.
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Ãëàâà 2

Ýëåìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû

2.1 Ìàòðèöû

2.1.1 Îïðåäåëåíèå è êëàññèôèêàöèÿ ìàòðèö

Îïðåäåëåíèå 2.1.1.1. Ìàòðèöåé ðàçìåðà m × n íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ
òàáëèöà ÷èñåë, èìåþùàÿ m ñòðîê è n ñòîëáöîâ.

Ìàòðèöó ïðèíÿòî ñèìâîëè÷åñêè îáîçíà÷àòü ïðè ïîìîùè äâîéíûõ âåð-
òèêàëüíûõ îãðàíè÷èòåëåé: ‖A‖, ëèáî çàïèñûâàòü â ðàçâåðíóòîì â âèäå

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
. . . . . .

am1 am2 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Êàæäîå èç ÷èñåë aij íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì ìàòðèöû ‖A‖, à ÷èñëà i è j �
ñîîòâåòñòâåííî ñòðîêîâûìè è ñòîëáöîâûìè èíäåêñàìè ýëåìåíòà aij . ×èñëî
i ïîêàçûâàåò â êàêîé ñòðîêå ìàòðèöû ðàñïîëîæåí ýëåìåíò aij , ÷èñëî j � â
êàêîì åå ñòîëáöå ýòîò ýëåìåíò íàõîäèòñÿ.

Ìàòðèöû êëàññèôèöèðóþòñÿ êàê ïî ÷èñëó ñòðîê è ñòîëáöîâ, íàïðèìåð,
êâàäðàòíàÿ, ïîðÿäêà n, ñîñòîÿùàÿ èç n ñòðîê è n ñòîëáöîâ,
m-êîìïîíåíòíàÿ ñòðîêà, èìåþùàÿ îäíó ñòðîêó (m = 1) è n ñòîëáöîâ,
n-êîìïîíåíòíûé ñòîëáåö, èìåþùèé m ñòðîê è îäèí ñòîëáåö (n = 1),∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
. . . . . .

am1 am2 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥ a11 a12 . . . a1n

∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥

a11

a21

. . .
am1

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

òàê è ïî çíà÷åíèþ èõ ýëåìåíòîâ, íàïðèìåð,
íóëåâàÿ ìàòðèöà (îáîçíà÷àåìàÿ ÷àñòî êàê ‖O‖), âñå ýëåìåíòû êîòîðîé
ðàâíû íóëþ,
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åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, âèäà

‖E‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . . . . .
. . . . . .

0 0 . . . 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

2.1.2 Îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè
Ñ ìàòðèöàìè âîçìîæíî âûïîëíÿòü îïåðàöèè: ñðàâíåíèÿ, ñëîæåíèÿ, óìíî-

æåíèÿ ÷èñëà íà ìàòðèöó, òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ïðîèçâåäåíèÿ è îáðàùåíèÿ.
Ïðàâèëà âûïîëíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé äàþò ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2.1. Ñðàâíåíèå. Äâå ìàòðèöû ‖A‖ è ‖B‖ íàçûâàþòñÿ ðàâ-
íûìè (÷òî îáîçíà÷àåòñÿ êàê ‖A‖ = ‖B‖), åñëè îíè
ðàâíûõ ðàçìåðîâ è èìåþò ðàâíûå ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëåìåíòû.

Ïðèìåð 2.1.2.1. Cðàâíåíèå ìàòðèö:

à)
∥∥∥∥

sin π
2 cos π

2
cos π

2 sin π
2

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
0 1

∥∥∥∥ ;

á)

∥∥∥∥∥∥∥∥

1
2
3
4

∥∥∥∥∥∥∥∥
6=

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 1
2 2
3 3
4 4

∥∥∥∥∥∥∥∥
, ïîñêîëüêó ñðàâíèâàåìûå ìàòðèöû

èìåþò ðàçíîå ÷èñëî ñòîëáöîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2.2. Ñëîæåíèå. Ìàòðèöà ‖C‖ íàçûâàåòñÿ ñóììîé ìàòðèö
‖A‖ è ‖B‖ (÷òî îáîçíà÷àåòñÿ êàê ‖A‖+‖B‖ = ‖C‖), åñ-
ëè âñå îíè ðàâíûõ ðàçìåðîâ m× n è êàæäûé ýëåìåíò
ìàòðèöû ‖C‖ ðàâåí ñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåí-
òîâ ìàòðèö ‖A‖ è ‖B‖, òî åñòü cij = aij + bij äëÿ âñåõ
i = [1,m], j = [1, n].

Ïðèìåð 2.1.2.2. Cëîæåíèå ìàòðèö:
∥∥∥∥∥∥

lg 7 lg 6 lg 8 lg 18
lg 9 lg 5 lg 15 3 lg 2

− lg 4 lg 3 2 lg 5 lg 11

∥∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥∥

lg 2 lg 6 lg 3 − lg 3
lg 2 lg 5 − lg 3 − lg 8

lg 20 lg 4 lg 3 lg 3

∥∥∥∥∥∥
=

=

∥∥∥∥∥∥

lg 14 2 lg 6 lg 24 lg 6
lg 18 lg 25 lg 5 0
lg 5 lg 12 lg 75 lg 33

∥∥∥∥∥∥
.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2.3. Óìíîæåíèå ÷èñëà íà ìàòðèöó. Ìàòðèöà ‖B‖ íà-
çûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà x íà ìàòðèöó ‖A‖ (÷òî
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îáîçíà÷àåòñÿ êàê x·‖A‖), åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìàòðè-
öû ‖B‖ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà x íà ñîîòâåòñòâó-
þùèé ýëåìåíò ìàòðèöû ‖A‖, òî åñòü bij = x · bij äëÿ
âñåõ i = [1,m], j = [1, n].

Ïðèìåð 2.1.2.3. Óìíîæåíèå ÷èñëà íà ìàòðèöó:

1
9
·

∥∥∥∥∥∥∥∥

35 3−1 32

3−2 34 33

34 3−3 36

3 32 33

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥

27 3−3 1
3−4 9 3
32 3−5 81
1
3 1 3

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2.4. Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû. Ðåçóëüòàòîì òðàíñ-
ïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû ‖A‖ ÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ìàòðèöà,
îáîçíà÷àåìàÿ ‖A‖T, ñòðîêàìè êîòîðîé ñëóæàò ñòîëá-
öû èñõîäíîé ìàòðèöû ‖A‖, çàïèñàííûå ñ ñîõðàíåíèåì
ïîðÿäêà èõ ñëåäîâàíèÿ.

Ïðèìåð 2.1.2.4. Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû:

∥∥∥∥
3 1 4 7 7
2 8 5 6 6

∥∥∥∥
T

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

3 2
1 8
4 5
7 6
7 6

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Îïðåäåëåíèå 2.1.2.5. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöà ‖C‖ ðàçìåðà m×n
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö ‖A‖ ðàçìåðà m×l è
‖B‖ ðàçìåðà l×n (îáîçíà÷àåòñÿ êàê ‖A‖ · ‖B‖ = ‖C‖),
ïðè÷åì êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû ‖C‖ ðàâåí

cij = ai1b1j + ai2b2j + ai3b3j + · · ·+ ai(l−1)b(l−1)j + ailblj

èëè cij =
l∑

k=1

aikbkj äëÿ âñåõ i = [1,m], j = [1, n].

Ïðèìåð 2.1.2.5. Âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö:

‖A‖ =
∥∥∥∥

3 −1 0 2 −2
2 0 −3 1 1

∥∥∥∥ è ‖B‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

3 2 −2
1 −1 3

−3 0 2
5 −4 0
0 3 −1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Íàéäåì ìàòðèöó ‖C‖ = ‖A‖ · ‖B‖. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.1.2.5 ìàòðèöà
‖C‖ áóäåò èìåòü äâå ñòðîêè è òðè ñòîëáöà. Ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ âñåõ åå
øåñòè ýëåìåíòîâ, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå l = 5.

c11 = 3 · 3 + (−1) · 1 + 0 · (−3) + 2 · 5 + (−2) · 0 = 18,
c12 = 3 · 2 + (−1) · (−1) + 0 · 0 + 2 · (−4) + (−2) · 3 = −7,
c13 = 3 · (−2) + (−1) · 3 + 0 · 2 + 2 · 0 + (−2) · (−1) = −7,
c21 = 2 · 3 + 0 · 1 + (−3) · (−3) + 1 · 5 + 1 · 0 = 20,
c22 = 2 · 2 + 0 · (−1) + (−3) · 0 + 1 · (−4) + 1 · 3 = 3,
c23 = 2 · (−2) + 0 · 3 + (−3) · 2 + 1 · 0 + 1 · (−1) = −11.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ‖C‖ =
∥∥∥∥

18 −7 −7
20 3 −11

∥∥∥∥.
Îòìåòèì äâà ïîëåçíûõ ñâîéñòâà îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

1. Ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ ëþáîé ìàòðèöû íà íóëåâóþ ìàòðèöó
ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà âñåãäà áóäåò íóëåâàÿ ìàòðèöà.

2. Ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöû ñëåâà èëè ñïðàâà íà åäèíè÷íóþ ìàò-
ðèöó ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà èñõîäíàÿ ìàòðèöà íå ìåíÿåòñÿ.

Èñïîëüçîâàíèå îïåðàöèé ñ ìàòðèöàìè ïîçâîëÿþò â áîëüøîì ÷èñëå ñëó-
÷àåâ óïðîùàòü êàê ïîñòàíîâêó, òàê è ðåøåíèå ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
çàäà÷. Íàïðèìåð, ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé c n íåèçâåñòíûìè





a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ‖A‖ · ‖X‖ = ‖B‖ , ãäå

‖A‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
. . . . . .

an1 an2 . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
; ‖X‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

x1

x2

. . .
xn

∥∥∥∥∥∥∥∥
; ‖B‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

b1

b2

. . .
bn

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Ïðîâåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2.6. Îáðàùåíèå ìàòðèöû. Ðåçóëüòàòîì îáðàùåíèÿ êâàä-
ðàòíîé ìàòðèöû ‖A‖ ÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ìàòðèöà, íàçû-
âàåìàÿ îáðàòíîé ê ‖A‖ è îáîçíà÷àåìàÿ ‖A‖−1, äëÿ
êîòîðîé âåðíû ðàâåíñòâà

‖A‖−1 · ‖A‖ = ‖A‖ · ‖A‖−1 = ‖E‖ ,

ãäå ‖E‖ - êâàäðàòíàÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå ðàç-
ìåðà, ÷òî è ìàòðèöà ‖A‖ .

Ïðèìåð 2.1.2.6. Îáðàùåíèå ìàòðèöû:
à) Î÷åâèäíûé ïðèìåð

∥∥∥∥∥∥

2 0 0
0 3 0
0 0 4

∥∥∥∥∥∥

−1

=

∥∥∥∥∥∥

1
2 0 0
0 1

3 0
0 0 1

4

∥∥∥∥∥∥
.

á) Íå ñòîëü î÷åâèäíûé, íî, òåì íå ìåíåå, âåðíûé ïðèìåð
∥∥∥∥

cos α − sin α
sin α cos α

∥∥∥∥
−1

=
∥∥∥∥

cosα sin α
− sin α cos α

∥∥∥∥ .

Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
∥∥∥∥

cosα − sin α
sin α cosα

∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥

cos α sin α
− sin α cos α

∥∥∥∥ =

=
∥∥∥∥

cos2 α + sin2 α cos α sin α− sin α cos α
sin α cos α− cos α sin α cos2 α + sin2 α

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
0 1

∥∥∥∥ .
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Âòîðîå ðàâåíñòâî îïðåäåëåíèÿ 2.1.2.6 ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íå ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò îáðàòíóþ. Íà-

ïðèìåð, íóëåâàÿ ìàòðèöà íåîáðàòèìà. Áîëåå äåòàëüíî óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
ó êâàäðàòíîé ìàòðèöû èìååòñÿ îáðàòíàÿ, áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì
ïàðàãðàôå.

2.1.3 ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòðèö

Ìàòðèöû õàðàêòåðèçóþòñÿ òàêèìè êîëè÷åñòâåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè,
êàê äåòåðìèíàíòû (îïðåäåëèòåëè) è ðàíãè.

Ðàññìîòðèì âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé îïðåäåëèòåëè êâàäðàòíûõ ìàòðèö
âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.3.1. Äåòåðìèíàíò (îïðåäåëèòåëü) êâàäðàòíîé ìàò-
ðèöû 2-ãî ïîðÿäêà.Äåòåðìèíàíòîì êâàäðàòíîé ìàò-
ðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà ‖A‖ =

∥∥∥∥
a11 a12

a21 a22

∥∥∥∥ íàçûâàåòñÿ
÷èñëî, íàõîäèìîå ïî ôîðìóëå

a11a22 − a12a21

è îáîçíà÷àåìîå det ‖A‖ = det
∥∥∥∥

a11 a12

a21 a22

∥∥∥∥ .

Îïðåäåëåíèå 2.1.3.2. Äåòåðìèíàíò (îïðåäåëèòåëü) êâàäðàòíîé ìàò-
ðèöû 3-ãî ïîðÿäêà.Äåòåðìèíàíòîì êâàäðàòíîé ìàò-

ðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà ‖A‖ =

∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥
íà-

çûâàåòñÿ ÷èñëî, íàõîäèìîå ïî ôîðìóëå

a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31−
−a12a21a33 − a13a22a31 − a11a23a32

è îáîçíà÷àåìîå det ‖A‖ = det

∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥
.

Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òàêæå ìîæíî ââåñòè
îïðåäåëåíèå äåòåðìèíàíòà, îáîáùàþùåå îïðåäåëåíèÿ 2.1.3.1 è 2.1.3.2. Îä-
íàêî ýòîò âîïðîñ âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.

Ïðèìåð 2.1.3.1. Âû÷èñëåíèå äåòåðìèíàíòîâ êâàäðàòíûõ ìàòðèö âòîðîãî è
òðåòüåãî ïîðÿäêîâ:

à) n = 2

det
∥∥∥∥

3 7
5 −1

∥∥∥∥ = 3 · (−1)− 7 · 5 = −38.

21



á) n = 3

det

∥∥∥∥∥∥

5 −2 3
0 6 11
0 0 7

∥∥∥∥∥∥
= 5 ·6 ·7+3 ·0 ·0+(−2) ·11 ·0− (−2) ·0 ·7−5 ·11 ·0 = 210.

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ äåòåðìèíàíòà êâàäðàòíîé ìàò-
ðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé. À äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö
òðåòüåãî ïîðÿäêà âû÷èñëåíèå äåòåðìèíàíòà óäîáíåå âûïîëíÿòü ïî òàê íà-
çûâàåìîìó ìåòîäó "òðåóãîëüíèêîâ", çàìåòèâ, ÷òî â ôîðìóëå 2.1.3.1 ñî çíà-
êîì ïëþñ âõîäÿò ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóþùèõ âûäåëåííûõ òðîåê ýëåìåíòîâ

∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥
,

à ñî çíàêîì ìèíóñ � ïðîèçâåäåíèÿ òðîåê
∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥
.

Ïðàâèëî âûáîðà ïðîèçâåäåíèé òðîåê ýëåìåíòîâ êâàäðàòíîé ìàòðèöû òðå-
òüåãî ïîðÿäêà ïðè âû÷èñëåíèè åå îïðåäåëèòåëÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2.1.

Ðèñ. 2.1: Ïðàâèëî "òðåóãîëüíèêîâ"

Àëüòåðíàòèâîé èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà "òðåóãîëüíèêîâ"ÿâëÿåòñÿ îäíà èç
ôîðìóë, ïîçâîëÿþùèõ âûðàçèòü îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà ÷åðåç òðè
îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, ôîðìóëîé ðàçëîæåíèÿ ïî ïåð-
âîé ñòðîêå

det

∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥
=

= a11 · det
∥∥∥∥

a22 a23

a32 a33

∥∥∥∥− a12 · det
∥∥∥∥

a21 a23

a31 a33

∥∥∥∥ + a13 · det
∥∥∥∥

a21 a22

a31 a32

∥∥∥∥ ,
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ïðîâåðÿåìîé íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ 2.1.3.2.
Çàïîìíèòü ýòó ôîðìóëó íåñëîæíî, åñëè çàìåòèòü, ÷òî

1) êîýôôèöèåíòû ïðè îïðåäåëèòåëÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà åñòü ýëå-
ìåíòû ïåðâîé ñòðîêè, âçÿòûå ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíàêàìè ïëþñ
è ìèíóñ;

2) îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà åñòü äåòåðìèíàíòû êâàäðàòíûõ
ìàòðèö, ïîëó÷àåìûõ èç èñõîäíîé óäàëåíèåì ñòðîêè è ñòîëáöà,
ñîäåðæàùèõ ýëåìåíò, ÿâëÿþùèéñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðè îïðå-
äåëèòåëå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ñóùåñòâóþò äëÿ ëþáûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ êâàä-
ðàòíîé ìàòðèöû.

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë ðàçëîæåíèÿ ïî ñòðîêå (èëè ñòîëá-
öó) îñîáåííî ýôôåêòèâíî, êîãäà ýòà ñòðîêà ñîäåðæèò íóëåâûå ýëåìåíòû.
Òàê, â ïðèìåðå 2.1.3.1.á öåëåñîîáðàçíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå äåòåðìèíàíòà,
ðàçëîæèâ åãî ïî ïåðâîìó ñòîëáöó èëè ïî òðåòüåé ñòðîêå. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ôîðìóëû áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä.

det

∥∥∥∥∥∥

5 −2 3
0 6 11
0 0 7

∥∥∥∥∥∥
=

= 5 · det
∥∥∥∥

6 11
0 7

∥∥∥∥− 0 · det
∥∥∥∥
−2 3

0 7

∥∥∥∥ + 0 · det
∥∥∥∥
−2 3

6 11

∥∥∥∥ =

= 5 · (6 · 7− 11 · 0) = 210;

det

∥∥∥∥∥∥

5 −2 3
0 6 11
0 0 7

∥∥∥∥∥∥
=

= 0 · det
∥∥∥∥
−2 3

6 11

∥∥∥∥− 0 · det
∥∥∥∥

5 3
0 11

∥∥∥∥ + 7 · det
∥∥∥∥

5 −2
0 6

∥∥∥∥ =

= 7 · (5 · 6− (−2) · 0) = 210.

Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüå-
ãî ïîðÿäêà îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî íàéòè çíà÷åíèå îäíîãî îïðåäåëèòåëÿ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, ïîñêîëüêó êàê ïåðâûé ñòîëáåö, òàê è òðåòüÿ ñòðîêà èìåþò
ïî äâà íóëåâûõ ýëåìåíòà.

Îòìåòèì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.
- ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè êâàäðàòíîé ìàòðèöû åå îïðåäåëèòåëü
íå ìåíÿåòñÿ;

- åñëè â ìàòðèöå ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå ñòðîêè (èëè ñòîëáöà), òî
åå îïðåäåëèòåëü èçìåíèò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé;

- èç ñòðîêè (ñòîëáöà) îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî âûíîñèòü îáùèé ìíî-
æèòåëü;

- îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàâåí ïðîèç-
âåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ñîìíîæèòåëåé: åñëè ‖C‖ = ‖A‖ · ‖B‖,
òî det ‖C‖ = det ‖A‖ · det ‖B‖;

- äëÿ òîãî, ÷òîáû êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà áûëà îáðàòèìîé íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå îïðåäåëèòåëü áûë îòëè÷åí îò
íóëÿ, ïðè ýòîì óñëîâèè ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå âòîðîãî
ïîðÿäêà

‖A‖ =
∥∥∥∥

a11 a12

a21 a22

∥∥∥∥ ,
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áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé

‖A‖−1 =
1

det ‖A‖ ·
∥∥∥∥

a22 −a12

−a21 a11

∥∥∥∥ ;

- îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí íóëþ, åñëè
- â ìàòðèöå åñòü íóëåâîé ñòîëáåö (íóëåâàÿ ñòðîêà);
- ìàòðèöà èìååò äâå ïðîïîðöèîíàëüíûå (â òîì ÷èñëå, ðàâ-
íûå) ñòðîêè (ñòîëáöû);

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, äåòåðìèíàíò ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòè-
êîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû. Äëÿ íåêâàäðàòíîé ìàòðèöû èñïîëüçóåòñÿ èíàÿ,
íî òàêæå êîëè÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà, íàçûâàåìàÿ åå ðàíãîì.

Ïóñòü äàíà ìàòðèöà ‖A‖ ðàçìåðà m × n. Âûáåðåì â íåé ïðîèçâîëüíûì
ñïîñîáîì k ñòîëáöîâ è k ñòðîê, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ ñòîÿò ýëåìåíòû,
îáðàçóþùèå êâàäðàòíóþ ïîäìàòðèöó k-ãî ïîðÿäêà. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ïîä-
ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì k-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû ‖A‖.

Îïðåäåëåíèå 2.1.3.3. Ðàíãîì ìàòðèöû ‖A‖ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé
ïîðÿäîê îòëè÷íûõ îò íóëÿ åå ìèíîðîâ. Ðàíã îáîçíà-
÷àåòñÿ rg ‖A‖ .

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ìèíîðîâ áîëüøåãî ïîðÿäêà, ÷åì ÷èñ-
ëî ñòðîê èëè ñòîëáöîâ ìàòðèöû, ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò. Ñëåäîâàòåëüíî,
rg ‖A‖ ≤ min{m,n}.

Ïðèìåð 2.1.3.2. Íàéäåì ðàíãè ñëåäóþùèõ ìàòðèö:
à)

rg
∥∥∥∥

3 −5
−2 4

∥∥∥∥ = 2.

á)

rg

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
= 1.

â)

rg

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 0 0
3 0 0 0 4
0 0 0 0 0

−2 0 0 0 5

∥∥∥∥∥∥∥∥
= 2.

Ïîÿñíèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ðàíãîâ. Äëÿ â ìàòðèöå çàäà÷è à) ìîæíî
âûäåëèòü ÷åòûðå íåíóëåâûõ ìèíîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà è îäèí ìèíîð âòîðîãî
ïîðÿäêà, ñîâïàäàþùèé ñ îïðåäåëèòåëåì ýòîé ìàòðèöû, çíà÷åíèå êîòîðîãî
3 · 4 − (−5) · (−2) = 2 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî ðàíã ìàòðèöà, äàííîé â ïðèìåðå
à)ðàâåí 2.

Â ïðèìåðå á) äàííàÿ ìàòðèöà èìååò òðè ñòîëáöà è ÷åòûðå ñòðîêè. Çíà-
÷èò, åå ðàíã íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì 3. Ïðè ýòîì, ìàòðèöà èìååò äâåíà-
äöàòü íåíóëåâûõ ìèíîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, à âñå ìèíîðû âòîðîãî è òðåòüåãî
ïîðÿäêîâ ðàâíû íóëþ, êàê îïðåäåëèòåëè êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñ îäèíàêîâû-
ìè ñòðîêàìè. Ïîýòîìó ðàíã äàííîé ìàòðèöû ðàâåí 1.
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Íàêîíåö, â ïðèìåðå â) ó ìàòðèöû, äàííîé â óñëîâèè, åñòü ÷åòûðå íåíó-
ëåâûõ ìèíîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà è îäèí íåíóëåâîé ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà. À
âñå ìèíîðû ïîðÿäêîâ òðè è ÷åòûðå îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ, ïîñêîëüêó
èõ ìàòðèöû ñîäåðæàò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëåâîé ñòîëáåö. Ñëåäîâàòåëü-
íî ðàíã äàííîé ìàòðèöû ðàâåí 2.

2.2 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Â êóðñå ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî
àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî
èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Ðàññìîòðèì åãî ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé c n íåèçâåñòíûìè





a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

(2.2.1)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ, íà ïåðâîì øàãå èç ïîñëåäíåãî

óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ xn ÷åðåç x1, x2, . . . xn−1. Çàòåì ïîëó÷åííîå âûðàæå-
íèå ïîäñòàâëÿåòñÿ â îñòàëüíûå n− 1 óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì
ñèñòåìó ñîñòîÿùóþ èç n−1 óðàâíåíèÿ ñ n−1 íåèçâåñòíûì. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîå ïîâòîðåíèå ýòîé ïðîöåäóðû ïðèâåäåò ê îäíîìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ
îäíèì íåèçâåñòíûì x1, ðåøèâ êîòîðîå, ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî (â îáðàòíîì
ïîðÿäêå) ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ íåèçâåñòíûõ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2.1), îñíîâàííûé
íà èñïîëüçîâàíèè ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé, äåòåðìèíàíòîâ è ðàíãîâ. Çàìåòèì,
÷òî ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

‖A‖ · ‖X‖ = ‖B‖ , (2.2.2)

ãäå

‖A‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥
, ‖X‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

x1

x2

. . .
xn

∥∥∥∥∥∥∥∥
, ‖B‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

b1

b2

. . .
bn

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Äîãîâîðèìñÿ ìàòðèöó ‖A‖, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò êîýôôèöèåíòû
ïðè íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå (2.2.1), íàçûâàòü îñíîâíîé ìàòðèöåé ýòîé ñèñòå-
ìû. Â äàëüíåéøåì íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ìàòðèöà ‖A|B‖, êîòîðàÿ ïîëó-
÷àåòñÿ èç îñíîâíîé ïðèïèñûâàíèåì ê íåé ñïðàâà ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ
‖B‖. Ìàòðèöó ‖A|B‖ ïðèíÿòî íàçûâàòü ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà ‖A‖ îáðàòèìà, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ìàòðè÷íîãî
óðàâíåíèÿ (2.2.2) ñëåâà íà ‖A‖−1, ïîëó÷èì

‖A‖−1 · ‖A‖ · ‖X‖ = ‖A‖−1 · ‖B‖
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èëè
‖X‖ = ‖A‖−1 · ‖B‖ , (2.2.3)

ïîñêîëüêó
‖A‖−1 · ‖A‖ = ‖E‖ è ‖E‖ · ‖A‖ = ‖A‖ .

Îäíàêî, õîòÿ ôîðìóëû (2.2.1) è (2.2.3) ïî ñòðóêòóðå àíàëîãè÷íû èçâåñò-
íûì èç êóðñà ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû ôîðìóëàì ax = b è x = a−1b äëÿ
ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì, èõ ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâà-
íèå íå öåëåñîîáðàçíî, ïîñêîëüêó ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2.1) ñ n íåèçâåñòíûìè
ñâîäèòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ê çàäà÷å, èìåþùåé (â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 2.1.2.6) n2

íåèçâåñòíûõ. Ñóùåñòâåííî áîëåå ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Êðàìåðà-Ãàóññà, ïðèíöèï äåéñòâèÿ
êîòîðîãî ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâó-
ìÿ íåèçâåñòíûìè âèäà

{
a11x1 + a12x2 = b1,
a21x1 + a22x2 = b2,

(2.2.4)

ðåøåíèåì êîòîðîé ñëóæèò ëþáàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ÷èñåë {x1, x2}, à âî
ââåäåííûõ ðàíåå îáîçíà÷åíèÿõ

‖A‖ =
∥∥∥∥

a11 a12

a21 a22

∥∥∥∥ , ‖X‖ =
∥∥∥∥

x1

x2

∥∥∥∥ , ‖B‖ =
∥∥∥∥

b1

b2

∥∥∥∥ .

Ïîëó÷èì äâà ñëåäñòâèÿ èç óðàâíåíèé äàííîé ñèñòåìû, êàæäîå èç êîòî-
ðûõ áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî ïî îäíîìó èç íåèçâåñòíûõ x1 è x2. Äëÿ ýòîãî
ñíà÷àëà âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, óìíîæåííîãî íà a22, âòîðîå, óìíî-
æåííîå íà a12, ÷òî äàcò

(a11a22 − a12a21)x1 = b1a22 − b2a12,

çàòåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, óìíîæåííîãî íà a21, âû÷òåì âòîðîå, óìíîæåí-
íîå íà a11, è ïîëó÷èì

(a11a22 − a12a21)x2 = b1a21 − b2a11.

Çàìåòèì, ÷òî îáà ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþòñÿ ëþ-
áûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (2.2.4), ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∆ · x1 = ∆1 è ∆ · x2 = ∆2 (2.2.5),

ãäå

∆ = det
∥∥∥∥

a11 a12

a21 a22

∥∥∥∥ , ∆1 = det
∥∥∥∥

b1 a12

b2 a22

∥∥∥∥ , ∆2 = det
∥∥∥∥

a11 b1

a21 b2

∥∥∥∥ .

è èññëåäóåì ñîîòíîøåíèÿ (2.2.5) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ a11, a12, a21, a22, è b1, b2 íå íàëàãàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé.

1◦. Åñëè ∆ 6= 0, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà ÷èñåë x1 è x2, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì (2.2.5) âèäà x1 = ∆1

∆ è x2 = ∆2
∆ . Íåïîñðåäñòâåí-

íîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ïàðà ÷èñåë óäîâëåòâîðÿåò
è ñèñòåìå (2.2.4) Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ∆ 6= 0 ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé (2.2.4) èìååò ðåøåíèå è ïðèòîì åäèíñòâåííîå.
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2◦. Åñëè ∆ = 0, à ∆1 6= 0 èëè ∆2 6= 0 , òî ñîîòíîøåíèÿ (2.2.5) íå óäîâëå-
òâîðÿþòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x1 è x2. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå
ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2.2.4) ðåøåíèé íå èìååò.

3◦. Íàêîíåö, åñëè ∆ = 0 è ∆1 = ∆2 = 0, òî ñîîòíîøåíèÿ (2.2.5) áóäóò
óäîâëåòâîðÿòüñÿ ëþáîé ïàðîé ÷èñåë x1 è x2. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà
(2.2.4) èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ïîñêîëüêó êîýôôè-
öèåíòû åå óðàâíåíèé îêàçûâàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü ñëåäóþùåå (ýòî óòâåðæäåíèå íàçû-
âàåòñÿ òåîðåìîé Êðàìåðà).

Ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè èìååò ðå-
øåíèå è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
det ‖A‖ 6= 0.

Ïîñêîëüêó òåîðåìà Êðàìåðà ñïðàâåäëèâà â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû
n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè, òî ïðèìåíèì åå äëÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû òðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè.

Ïðèìåð 2.2.1. Ðåøèòü ñèñòåìó:




−2x1 + x2 − x3 = 1,

3x1 − x2 + 2x3 = −3,
2x1 + x2 − 2x3 = −2.

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå ñîñòàâèì îñíîâíóþ ìàòðèöó (òî åñòü ìàòðèöó, ñîñòàâëåí-
íóþ èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ) ýòîé ñèñòåìû è íàéäåì åå îïðå-
äåëèòåëü, íàïðèìåð "ìåòîäîì òðåóãîëüíèêîâ"

det ‖A‖ = det

∥∥∥∥∥∥

−2 1 −1
3 −1 2
2 1 −2

∥∥∥∥∥∥
=

= (−2) ·(−1) ·(−2)+1 ·2 ·2+(−1) ·3 ·1−(−1) ·(−1) ·2−1 ·3 ·(−2)−(−2) ·2 ·1 =

= −4 + 4− 3− 2 + 6 + 4 = 5 6= 0.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëàìè:

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, x3 =

∆3

∆
,

ãäå ∆ = det ‖A‖ = 5, à ÷èñëà ∆1, ∆2 è ∆3 ñîãëàñíî òåîðåìå Êðàìåðà ðàâíû

∆1 = det

∥∥∥∥∥∥

1 1 −1
−3 −1 2
−2 1 −2

∥∥∥∥∥∥
= −5 ; ∆2 = det

∥∥∥∥∥∥

−2 1 −1
3 −3 2
2 −2 −2

∥∥∥∥∥∥
= −10 ;

∆3 = det

∥∥∥∥∥∥

−2 1 1
3 −1 −3
2 1 −2

∥∥∥∥∥∥
= −5 .
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Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöû äëÿ îïðåäåëèòåëåé ∆1, ∆2 è ∆3 ïîëó÷àþòñÿ èç
ìàòðèöû

‖A‖ =

∥∥∥∥∥∥

−2 1 −1
3 −1 2
2 1 −2

∥∥∥∥∥∥

ïîñëåäîâàòåëüíîé çàìåíîé åå ñòîëáöîâ íà ‖B‖ =

∥∥∥∥∥∥

1
−3
−2

∥∥∥∥∥∥
� ñòîëáåö ïðàâûõ

÷àñòåé ðåøàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ÷èñåë ∆1, ∆2 è ∆3 , ïîëó÷èì, ÷òî

x1 =
∆1

∆
=
−5
5

= −1 , x2 =
∆2

∆
=
−10
5

= −2 , x3 =
∆3

∆
=
−5
5

= −1 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ñèñòåìû m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñò-
íûìè âèäà





a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

(2.2.6)

ïðè ïðîèçâîëüíîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè m è n.
Ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ, ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, îñíîâíàÿ è ðàñøèðåí-

íàÿ ìàòðèöû â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâåííî áóäóò èìåòü âèä

‖X‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

x1

x2

. . .
xn

∥∥∥∥∥∥∥∥
, ‖B‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

b1

b2

. . .
bm

∥∥∥∥∥∥∥∥
, ‖A‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

‖A|B‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 . . . a1n | b1

a21 a22 . . . a2n | b2

. . . . . . . . . . . . | . . .
an1 an2 . . . ann | bm

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2.2.6) (òî åñòü,
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ) äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé (íîñÿùåé íàçâàíèå
òåîðåìû Êðîíåêåðà-Êàïåëëè).

Äëÿ òîãî,÷òîáû ñèñòåìà m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñò-
íûìè èìåëà ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã åå
îñíîâíîé ìàòðèöû ðàâíÿëñÿ ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû.

Èëè, âî ââåäåííûõ ðàíåå îáîçíà÷åíèÿõ, rg ‖A‖ = rg ‖A|B‖.
Ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2.6) îñíîâàí íà òåîðåìå, óòâåðæäàþùåé, ÷òî

ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû ðàâíî rg ‖A‖ ,
è (â ñëó÷àå, åñëè îíà ñîâìåñòíà) ñîñòîèò â ñëåäóþùèõ, ïîñëåäîâàòåëüíî
âûïîëíÿåìûõ äåéñòâèÿõ:

1◦ - îòáðàñûâàíèè çàâèñèìûõ óðàâíåíèé;
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2◦ - ðàçäåëåíèè âñåõ íåèçâåñòíûõ íà äâå ãðóïïû: îñíîâíûå è ñâîáîäíûå,
ê ïåðâûì èç êîòîðûõ(îáùèì ÷èñëîì rg ‖A‖), îêàçûâàåòñÿ ïðèìåíè-
ìîé òåîðåìà Êðàìåðà, à çíà÷åíèÿ âòîðûõ ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíûå
çíà÷åíèÿ;

3◦ - ïîñòðîåíèè óïðîùåííîé ñèñòåìû è åå ðåøåíèè ïî ïðàâèëó Êðàìåðà,
òî åñòü, âûðàæåíèè îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ ÷åðåç ñâîáîäíûå.

Ïðèìåð 2.2.2. Ïðîèëëþñòðèðóåì èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ìåòîäà íà ïðè-
ìåðå çàäà÷è: èññëåäîâàòü íà ñîâìåñòíîñòü è íàéòè âñå ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

{
3x1 + 2x2 + x3 − 7x4 + x5 = 0,
x1 + x2 + x3 − 4x4 + x5 = 0

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå

∥∥∥∥
3 2 1 −7 1
1 1 1 −4 1

∥∥∥∥ ·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

x1

x2

x3

x4

x5

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∥∥∥∥

0
0

∥∥∥∥ .

Ðåøàåìàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû
(2.2.6) ñ m = 2 è n = 5. Íàéäåì ðàíãè åå îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö.

‖A|B‖ =
∥∥∥∥

3 2 1 −7 1 | 0
1 1 −4 1 1 | 0

∥∥∥∥

Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíî, ÷òî ðàíã îñíîâíîé ìàòðèöû íå ìåíüøå, ÷åì 1, ïî-
ñêîëüêó â ìàòðèöå åñòü ýëåìåíòû ñ íåíóëåâûìè çíà÷åíèÿìè, è íå áîëüøå,
÷åì 2, òàê êàê ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû m = 2. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîäñ÷èòàòü
çíà÷åíèÿ âñåõ ìèíîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà è âûÿñíèòü, èìååòñÿ ëè ñðåäè íèõ
õîòÿ áû îäèí îòëè÷íûé îò íóëÿ. Òàêèõ ìèíîðîâ â îñíîâíîé ìàòðèöå 24, è,
íàïðèìåð, ìèíîð, â ìàòðèöó êîòîðîãî âõîäÿò ïåðâûå äâà ñòîëáöà, íå ðàâåí
0. Äåéñòâèòåëüíî,

det
∥∥∥∥

3 2
1 1

∥∥∥∥ = 3 · 1− 2 · 1 = 1 6= 0.

Çíà÷èò, äëÿ äàííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé rg ‖A‖ = 2. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû rg ‖A|B‖ òàêæå ðàâåí 2, ïîñêîëüêó ñòîë-
áåö ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû ñîäåðæèò òîëüêî íóëè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà
ñîâìåñòíà � îíà èìååò ðåøåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ê çàêëþ÷åíèþ î åå ñîâìåñò-
íîñòè ìîæíî áûëî ïðèäòè è áåç òåîðåìû Êðîíåêåðà-Êàïåëëè, òàê êàê ó íåå
åñòü î÷åâèäíîå ðåøåíèå: x1 = x2 = x3 = x4 = x5 = 0. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ
áóäåò èìåòü ìåñòî äëÿ ëþáîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òî
åñòü â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâûå ÷àñòè âñåõ óðàâíåíèé ðàâíû íóëþ.

Îäíàêî ïðèìåíåíèå òåîðåìû Êðîíåêåðà-Êàïåëëè íåîáõîäèìî, ïîñêîëüêó
ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû òàêæå ïîêàçûâàåò êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé ñîäåðæèò ðåøàåìàÿ ñèñòåìà. Çàâèñèìûå æå óðàâ-
íåíèÿ ìîæíî íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå. Â íàøåì ñëó÷àå

rg ‖A‖ = rg ‖A|B‖ = 2 = m,
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è, ñîãëàñíî ïóíêòó 1◦, îáà óðàâíåíèÿ ñëåäóåò îñòàâèòü â ñèñòåìå.
Ïðè âûïîëíåíèè ïóíêòà 2◦ âíà÷àëå ñëåäóåò îïðåäåëèòü ñêîëüêî îñíîâ-

íûõ è ñêîëüêî ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ èìååò ñèñòåìà. Â íàøåì ñëó÷àå ÷èñëî
îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ ðàâíî rg ‖A‖ = 2 � ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó íåçàâèñè-
ìûõ óðàâíåíèé, èáî ïðàâèëî Êðàìåðà ïðèìåíèìî äëÿ ñèñòåì, â êîòîðûõ
÷èñëî íåèçâåñòíûõ ðàâíî ÷èñëó óðàâíåíèé. ×èñëî æå ñâîáîäíûõ íåèçâåñò-
íûõ, òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì n− rg ‖A‖ = 5− 2 = 3.

Òåïåðü èç èìåþùèõñÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå ïÿòè íåèçâåñòíûõ íàäî âû-
áðàòü äâà â êà÷åñòâå îñíîâíûõ. Â îáùåì ñëó÷àå íå ëþáàÿ ïàðà íåèçâåñòíûõ
äëÿ ýòîãî ãîäèòñÿ. Âûáîð äîëæåí ïîçâîëèòü ïðèìåíåíèå òåîðåìû Êðàìåðà,
òî åñòü äåòåðìèíàíò îñíîâíîé ìàòðèöû óïðîùåííîé ñèñòåìû (ïîëó÷àþùåé-
ñÿ ïîñëå ïåðåíîñà ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé) íå
äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Â íàøåì ñëó÷àå, íàïðèìåð, ïàðà x1 è x2 îòâå÷àåò
ýòîìó òðåáîâàíèþ, à ïàðà x3 è x5 � íåò.

Åñëè ïðèíÿòü çà îñíîâíûå íåèçâåñòíûå ïåðâóþ ïàðó, òî óïðîùåííàÿ ñè-
ñòåìà áóäåò èìåòü âèä:

{
3x1 + 2x2 = − x3 + 7x4 − x5,
x1 + x2 = − x3 + 4x4 − x5.

Ïðèñâîèì ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå çíà÷å-
íèÿ:

x1 = t , x2 = q , x1 = q .

Òåïåðü çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ èç óïðîùåí-
íîé ñèñòåìû. Íàïðèìåð, ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà èëè ïî÷ëåííûì âû÷èòàíèåì
óäâîåííîãî âòîðîãî óðàâíåíèÿ èç ïåðâîãî

{
x1 = t − p + q,
x2 = − 2t + 5p − 2q.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ðàçâåð-
íóòîé ôîðìå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå





x1 = t − p + q,
x2 = − 2t + 5p − 2q,
x3 = t,
x4 = p,
x5 = q,

∀t, p, q.

Ïîñëåäíèå ôîðìóëû ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé
êàê ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

x1

x2

x3

x4

x5

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

t − p + q
− 2t + 5p − 2q

t
p

q

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
èëè ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

x1

x2

x3

x4

x5

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= t ·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1
−2

1
0
0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

+ p ·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−1
5
0
1
0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

+ q ·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1
−2

0
0
1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∀t, p, q.
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Ïðèìåð 2.2.3. Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð: èññëåäîâàòü íà ñîâìåñòíîñòü
è íàéòè âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé





2x1 − x2 + 2x3 = 3
x1 − x2 + 2x3 = 2

−3x1 + 3x2 − 6x3 = −6
2x1 − 2x2 + 4x3 = 4
−x1 + x2 − 2x3 = −2

(2.2.7)

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2 −1 2
1 −1 2

−3 3 −6
2 −2 4

−1 1 −2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

·
∥∥∥∥∥∥

x1

x2

x3

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

3
2

−6
4

−2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ðàçìåðû ìàòðèö â äàííîé ôîðìå
çàïèñè ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà (2.2.7) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (2.2.6) ñ
m = 5 è n = 3. Ïîñòðîèì äëÿ ýòîé ñèñòåìû ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ‖A|B‖ è
íàéäåì êàê åå ðàíã, òàê è ðàíã îñíîâíîé ìàòðèöû ‖A‖. Èìååì

‖A|B‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2 −1 2 | 3
1 −1 2 | 2

−3 3 −6 | −6
2 −2 4 | 4

−1 1 −2 | −2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî êàê â îñíîâíîé, òàê è â ðàñøèðåííîé ìàòðèöàõ
òðåòüÿ ñòðîêà åñòü âòîðàÿ óìíîæåííàÿ íà −3. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåòüå
óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.2.7) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ è åãî
íàäî óäàëèòü èç ñïèñêà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé. Àíàëîãè÷íî ê çàâèñèìûì
ñëåäóåò îòíåñòè òàêæå ÷åòâåðòîå è ïÿòîå óðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó îíè ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû óìíîæåíèåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íà 2 è −1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû, â
ñòîëáöàõ îäèí è äâà ðàñïîëîæåíà êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà

∥∥∥∥
2 −1
1 −1

∥∥∥∥ ,

îïðåäåëèòåëü êîòîðîé det
∥∥∥∥

2 −1
1 −1

∥∥∥∥ = 2 · (−1) − 1 · (−1) = −1 6= 0. À
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî rg ‖A‖ = rg ‖A|B‖ = 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2.2.7)
ñîâìåñòíà, òî åñòü îíà èìååò ðåøåíèå.

Íàéäåì ýòè ðåøåíèÿ ïî ñõåìå 1◦�3◦. Ïîñëå óäàëåíèÿ çàâèñèìûõ óðàâíå-
íèé, ñèñòåìà ïðèìåò âèä

{
2x1 − x2 + 2x3 = 3
x1 − x2 + 2x3 = 2 (2.2.8)

Òåïåðü ñëåäóåò ðàçäåëèòü íåèçâåñòíûå íà îñíîâíûå è ñâîáîäíûå. ×èñëî îñ-
íîâíûõ íåèçâåñòíûõ äîëæíî áûòü rg ‖A‖ = 2, îäíàêî íå ëþáàÿ ïàðà íåèç-
âåñòíûõ ãîäèòñÿ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå îñíîâíûõ. Íàïîìíèì: äëÿ
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ýòîé ïàðû íåèçâåñòíûõ äîëæíà áûòü ïðèìåíèìîé òåîðåìà Êðàìåðà. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ìèíîð îñíîâíîé ìàòðèöû íå äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Â íà-
øåì ïðèìåðå çà îñíîâíûå íåèçâåñòíûå ìîæíî âûáðàòü ïàðû {x1, x2} èëè
{x1, x3}, íî íå {x2, x3}, òàê êàê äëÿ ïîñëåäíåé ïàðû ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíîð
ðàâåí det

∥∥∥∥
2 −1
1 −1

∥∥∥∥ = 2 · (−1)− 1 · (−1) = −1 6= 0.

Ïðèìåì çà îñíîâíûå íåèçâåñòíûå ïàðó {x1, x2}, à íåèçâåñòíîå x3 çà ñâî-
áîäíîå, çíà÷åíèå êîòîðîãî t ïðîèçâîëüíî. Òîãäà ñèñòåìà (2.2.8) ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå {

2x1 − x2 = 3 − 2t,
x1 − x2 = 2 − 2t,

(2.2.9)

ãäå x3 = t, t ∈ (−∞, +∞).
Ðåøèì ñèñòåìó (2.2.9) ïî ñõåìå Êðàìåðà. Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàé-

äåì ∆, ∆1 è ∆2.

∆ = det
∥∥∥∥

2 −1
1 −1

∥∥∥∥ = 2 · (−1)− 1 · (−1) = −1;

∆1 = det
∥∥∥∥

(3− 2t) −1
(2− 2t) −1

∥∥∥∥ = (3− 2t) · (−1)− (2− 2t) · (−1) = −1;

∆2 = det
∥∥∥∥

2 (3− 2t)
1 (2− 2t)

∥∥∥∥ = 2 · (3− 2t)− 1 · (2− 2t) = 1− 2t.

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x1 = ∆1
∆ = −1 è x2 = ∆2

∆ = 2t − 1 (ïî òåîðåìå
Êðàìåðà), ìîæíî ïîëó÷èòü îòâåò çàäà÷è: âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé (2.2.8) îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè





x1 = 1,
x2 = 2t− 1, t ∈ (−∞, +∞)
x3 = t.

èëè, ïðè ïîìîùè îïåðàöèé ñ ìàòðèöàìè,
∥∥∥∥∥∥

x1

x2

x3

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

1
−1

0

∥∥∥∥∥∥
+ t ·

∥∥∥∥∥∥

0
2
1

∥∥∥∥∥∥
, t ∈ (−∞, +∞)

2.3 Èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð "Çàäà÷à î æóêàõ"

Ïðîäåìîíñòðèðóåì èñïîëüçîâàíèå ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé è ñèñòåì ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé íà ïðèìåðå ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîëîíèÿ æóêîâ îïðåäåëåííîãî âèäà, ñðåäîé îáèòàíèÿ
êîòîðûõ ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ ìîæåò áûòü îäíà èç òðåõ ñëåäóþùèõ:
"íà áåðåãó" , "â âîçäóõå" è "íà âîäå". Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâîäèìûå íàáëþ-
äåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî:
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- æóê, íàõîäÿùèéñÿ "íà áåðåãó", ïðè ïîñëåäóþùåì íàáëþäåíèè, îñòàåòñÿ
"íà áåðåãó"â òðèäöàòè ïðîöåíòàõ ñëó÷àåâ, â ñîðîêà ïðîöåíòàõ ñëó÷àåâ
îáíàðóæèâàåòñÿ "â âîçäóõå ", è, íàêîíåö, â òðèäöàòè ïðîöåíòàõ ñëó÷à-
åâ îêàçûâàåòñÿ "íà âîäå" ;

- æóê, íàõîäÿùèéñÿ "â âîçäóõå", ïðè ïîñëåäóþùåì íàáëþäåíèè îêàçûâà-
åòñÿ "íà áåðåãó" â ïîëîâèíå âñåõ ñëó÷àåâ, îáíàðóæèâàåòñÿ "â âîçäóõå"
â îäíîé äåñÿòîé ÷àñòè ñëó÷àåâ èëè íàõîäèòñÿ "íà âîäå" â äâóõ ïÿòûõ
ñëó÷àåâ;

- æóê, íàõîäÿùèéñÿ "íà âîäå", ïðè ïîñëåäóþùåì íàáëþäåíèè îáíàðóæè-
âàåòñÿ "íà áåðåãó"â äâóõ ïÿòûõ âñåõ ñëó÷àåâ, íàõîäèòñÿ "â âîçäóõå "â
îäíîé ïÿòîé ñëó÷àåâ èëè îêàçûâàåòñÿ "íà âîäå"â äâóõ ïÿòûõ ñëó÷àåâ.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîëíàÿ ÷èñëåííîñòü êîëîíèè æóêîâ ïîñòîÿííà, òðå-
áóåòñÿ íàéòè:

1) ðàñïðåäåëåíèå æóêîâ ïî ñðåäàì îáèòàíèÿ, åñëè ïðåäøåäñòâóþùåå íà-
áëþäåíèå ïîêàçàëî, ÷òî "íà áåðåãó"íàõîäèëîñü 30% æóêîâ, "â âîçäóõå"
- 10% æóêîâ, à "íà âîäå" 60%.

2) ðàñïðåäåëåíèå æóêîâ ïî ñðåäàì îáèòàíèÿ, ïðåäøåäñòâóþùåå íàáëþ-
äåíèþ, êîòîðîå ïîêàçàëî, ÷òî "íà áåðåãó"íàõîäèëîñü 45% æóêîâ, "â
âîçäóõå" - 15% æóêîâ, à "íà âîäå" 40%.

Ðåøåíèå: 1) ïóñòü óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà ÷èñåë {x1, x2, x3} åñòü èñõîä-
íîå ðàñïðåäåëåíèå æóêîâ ïî ñðåäàì îáèòàíèÿ: "íà áåðåãó", "â âîçäóõå " è
ñîîòâåòñòâåííî "íà âîäå"(â ïðîöåíòàõ), à òðîéêà ÷èñåë {y1, y2, y3} ÿâëÿåòñÿ
èñêîìûì àíàëîãè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Ñâÿçü ìåæäó èñõîäíûì è èñêîìûì ðàñïðåäåëåíèåì, êàê íåòðóäíî çàìå-
òèòü, äàåòñÿ ôîðìóëàìè:

y1 = 0.3 · x1 + 0.5 · x2 + 0.4 · x3

y2 = 0.4 · x1 + 0.1 · x2 + 0.2 · x3

y3 = 0.3 · x1 + 0.4 · x2 + 0.4 · x3

(2.3.1)

Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð y2 - ïðîöåíòíàÿ äîëÿ æóêîâ "â âîçäóõå " îáðàçó-
åòñÿ èç:

- äîëè æóêîâ áûâøèõ "íà áåðåãó" è âçëåòåâøèõ "â âîçäóõ" (êîòîðûõ,
ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è 40% îò x1),

- äîëè æóêîâ áûâøèõ "â âîçäóõå"è òàì æå îñòàâøèõñÿ (à òàêèõ, ñîãëàñíî
óñëîâèþ çàäà÷è 10% îò x2),

- è, íàêîíåö, äîëè æóêîâ áûâøèõ "íà âîäå" è îòòóäà âçëåòåâøèõ "â
âîçäóõ" (òàêèõ, ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è 20% îò x3).

Ïðîñóììèðîâàâ ýòè òðè äîëè, ìû è ïîëó÷àåì èñêîìîå çíà÷åíèå äëÿ y2.
Âåëè÷èíû y1 è y3 íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåïåðü, ïîäñòàâèâ â ñîîòíîøåíèÿ (2.3.1) äàííûå â óñëîâèè çàäà÷è çíà÷å-
íèÿ x1 = 10%, x2 = 65% è x3 = 25%, ïîëó÷èì ïóòåì íåñëîæíûõ àðèôìåòè-
÷åñêèõ âû÷èñëåíèé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ çàäà÷è: y1 = 45.5%, y2 = 15.5%
è y3 = 39%.

Çàìåòèì, ÷òî óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè ÷èñåë, çàäàþùèå ðàñïðåäåëåíèå
æóêîâ ïî ñðåäàì îáèòàíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå òðåõêîìïîíåíòíûõ ñòîëá-
öîâ

‖X‖ =

∥∥∥∥∥∥

x1

x2

x3

∥∥∥∥∥∥
; ‖Y ‖ =

∥∥∥∥∥∥

y1

y2

y3

∥∥∥∥∥∥
,
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à äîëè, õàðàêòåðèçóþùèå èçìåíåíèå ñðåäû îáèòàíèÿ æóêîâ, â âèäå ìàòðèöû

‖A‖ =

∥∥∥∥∥∥

0.3 0.5 0.4
0.4 0.1 0.2
0.3 0.4 0.4

∥∥∥∥∥∥
.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò ñðåäå, â êîòî-
ðîé æóê íàõîäèëñÿ, à ñòîëáöû - ñðåäå â êîòîðóþ îí ïåðåìåñòèëñÿ.

Òåïåðü, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö - 1.1.2.5,
ñîîòíîøåíèÿ (2.3.1) ìîæíî çàïèñàòü êàê ‖Y ‖ = ‖A‖·‖X‖ èëè â ðàçâåðíóòîì
âèäå ∥∥∥∥∥∥

y1

y2

y3

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

0.3 0.5 0.4
0.4 0.1 0.2
0.3 0.4 0.4

∥∥∥∥∥∥
·
∥∥∥∥∥∥

x1

x2

x3

∥∥∥∥∥∥
. (2.3.2)

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî, òàê æå êàê è ñîîòíîøåíèÿ (1.1.5.1) ýòà ôîðìóëà ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷èòü îòâåò íà âîïðîñû çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â (1.1.4.11)
ïîäñòàâèòü x1 = 10%, x2 = 65% è x3 = 25%, òî ìû ïîëó÷èì ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ 1.1.2.5.

∥∥∥∥∥∥

y1

y2

y3

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

0.3 0.5 0.4
0.4 0.1 0.2
0.3 0.4 0.4

∥∥∥∥∥∥
·
∥∥∥∥∥∥

10
65
25

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

45.5
15.5
39.0

∥∥∥∥∥∥
,

÷òî åñòåñòâåííî ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì íà ïåðâûé âîïðîñ çàäà÷è, ïîëó÷åííûì
íàìè ïî ôîðìóëàì (2.3.1.)

Ïîëó÷èì òåïåðü îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ çàäà÷è. Íàì ñíîâà íåîáõîäèìî
ðåøèòü óðàâíåíèå ‖Y ‖ = ‖A‖ · ‖X‖, íî òîëüêî òåïåðü íåèçâåñòíûì áóäåò
ñòîëáåö ‖X‖, â òî âðåìÿ êàê ñòîëáåö ‖Y ‖ çàäàí è èìååò êîìïîíåíòû y1 =
45%, y2 = 15% è y3 = 40%.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ‖X‖ âïîëíå âîçìîæíî ïîäñòàâèòü çíà÷åíèÿ êîìïîíåí-
òîâ ñòîëáöà ‖Y ‖ â ñîîòíîøåíèÿ (2.3.1) è ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü ïîëó÷åííóþ
ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè, íàïðèìåð, ìå-
òîäîì èñêëþ÷åíèÿ, êîòîðûé áûë ðàññìîòðåí â íà÷àëå äàííîãî ïàðàãðàôà.
Îäíàêî âîçìîæåí è äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òîì ôàêòå, ÷òî ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 1.1.3.2.

det ‖A‖ = det

∥∥∥∥∥∥

0.3 0.5 0.4
0.4 0.1 0.2
0.3 0.4 0.4

∥∥∥∥∥∥
= −0.01 6= 0, (2.3.3)

à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò ÷òî ìàòðèöà ‖A‖ èìååò îáðàòíóþ, êîòîðàÿ
ðàâíà

‖A‖−1 =

∥∥∥∥∥∥

0.3 0.5 0.4
0.4 0.1 0.2
0.3 0.4 0.4

∥∥∥∥∥∥

−1

=

∥∥∥∥∥∥

4 4 −6
10 0 −10

−13 −3 17

∥∥∥∥∥∥
.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, îäíàêî ðåêîìåíäóåì ñà-
ìîñòîÿòåëüíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (2.3.3), à òàêæå ñîîòíî-
øåíèé ‖A‖−1 · ‖A‖ = ‖A‖ · ‖A‖−1 = ‖E‖ , ãäå ‖E‖ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (ñì.
ï. 1.1.1.)
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Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå â äàííîì ïàðàãðàôå, åñëè det ‖A‖ 6= 0, òî
óðàâíåíèå ‖A‖ · ‖X‖ = ‖Y ‖ ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ ‖X‖ = ‖A‖−1 · ‖Y ‖, èëè
â ðàçâåðíóòîì âèäå

∥∥∥∥∥∥

x1

x2

x3

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

0.3 0.5 0.4
0.4 0.1 0.2
0.3 0.4 0.4

∥∥∥∥∥∥

−1

·
∥∥∥∥∥∥

y1

y2

y3

∥∥∥∥∥∥
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé äëÿ êîìïîíåíòîâ ìàòðèöû ‖A‖−1

è ñòîëáöà ‖Y ‖, è âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ïîëó÷èì
∥∥∥∥∥∥

x1

x2

x3

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

4 4 −6
10 0 −10

−13 −3 17

∥∥∥∥∥∥
·
∥∥∥∥∥∥

45
15
40

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

0
50
50

∥∥∥∥∥∥
.

Òî åñòü îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ çàäà÷è áóäåò òàêèì: âî âðåìÿ ïðåäøåäñòâî-
âàøåãî íàáëþäåíèÿ "íà áåðåãó" æóêîâ íå áûëî, à "â âîçäóõå" è "íà âîäå"
íàõîäèëîñü ïî 50% ñîñòàâà êîëîíèè.

2.4 Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö

Ïðè ðåøåíèè áîëüøîãî ÷èñëà çàäà÷ â ïðèêëàäíûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè,
âêëþ÷àÿ è ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó, âîçíèêàåò òàê íàçûâàåìàÿ "çàäà÷à
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ", èìåþùàÿ ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó.

Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ, ïîðÿäêà n ìàòðèöà ‖A‖ âèäà

‖A‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ñîáñòâåííûì âåêòîðîì êâàäðàòíîé ìàòðèöû ‖A‖ íà-
çûâàåòñÿ íåíóëåâîé n-êîìïîíåíòíûé ñòîëáåö ‖X‖ òà-
êîé, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

‖A‖ · ‖X‖ = λ ‖X‖ , (2.4.1)

ãäå λ � íåêîòîðîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì ìàòðèöû ‖A‖.

Ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (2.4.1), ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð ‖X‖ îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, à ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå λ îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ‖X‖. "Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ"çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè äëÿ äàííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû ‖A‖ âñåõ
åå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è îòâå÷àþùèõ èì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ.
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Ïóñòü ñòîëáåö ‖X‖ ïðåäñòàâèì â ðàçâåðíóòîé ôîðìå êàê

‖X‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

x1

x2

. . .
xn

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Òîãäà ðàâåíñòâî (2.4.1) èìååò âèä
∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥

x1

x2

. . .
xn

∥∥∥∥∥∥∥∥
= λ

∥∥∥∥∥∥∥∥

x1

x2

. . .
xn

∥∥∥∥∥∥∥∥
. (2.4.2)

Åñëè âûïîëíèòü âñå îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè êàê â ëåâîé, òàê è â ïðàâîé
÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà, òî ìû ïðèäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé âèäà





a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = λx1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = λx2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = λxn

(2.4.3)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê îòûñ-
êàíèþ âñåõ {x1, x2, . . . , xn} è âñåõ ÷èñåë λ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì
ñèñòåìû (2.4.3). Îòìåòèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà n íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n + 1
íåèçâåñòíûì, ïîñêîëüêó íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå x1, x2, . . . , xn è λ, à
êàæäîå èç åå óðàâíåíèé ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèå λ íà îäíî èç íåèçâåñòíûõ
x1, x2, . . . , xn.

Ðåøèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìåòîäîì, êîòîðûé íå çàâèñèò îò
çíà÷åíèÿ n, è ïîòîìó îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì n = 2. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà
(2.4.3) èìååò âèä {

a11x1 + a12x2 = λx1

a21x1 + a22x2 = λx2

Ïðåîáðàçóåì åå ê âèäó
{

(a11 − λ)x1 + a12x2 = 0
a21x1 + (a22 − λ)x2 = 0 (2.4.4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì â ñèñòå-
ìå (2.4.4), òî åñòü åãî çíà÷åíèå ôèêñèðîâàíî, õîòÿ è îñòàåòñÿ ïîêà íå èç-
âåñòíûì. Òîãäà ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè {x1, x2}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà îäíîðîäíàÿ (ïðàâûå ÷àñòè âñåõ
åå óðàâíåíèé ðàâíû íóëþ), îíà èìååò ðåøåíèå x1 = x2 = 0. Îäíàêî ñòîëáåö

‖X‖ =
∥∥∥∥

0
0

∥∥∥∥ .

íå ìîæåò áûòü ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ïîñêîëüêó ïîñëåäíèé äîëæåí áûòü
íåíóëåâûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Êðàìåðà ñèñòåìà n ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü åå îñíîâíîé ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëÿ. Çíà÷èò,
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åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñò-
íûõ â ñèñòåìå (2.4.4), îòëè÷åí îò íóëÿ, ðåøåíèå ó ýòîé ñèñòåìû åäèíñòâåí-
íîå è ïðèòîì íóëåâîå. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â
ýòîì ñëó÷àå íå èìååò ðåøåíèé.

Åñëè æå îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû (2.4.4) ðàâåí íóëþ, òî,
êàê áûëî ïîêàçàíî â �2.1.4, ðåøåíèé ëèáî âîâñå íåò, ëèáî èõ íåîãðàíè÷åíî
ìíîãî. À ïîñêîëüêó íóëåâîå ðåøåíèå ó ñèñòåìû (2.4.4), òî ðàâåíñòâî íó-
ëþ îïðåäåëèòåëÿ îñíîâíîé ìàòðèöû � äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
íåíóëåâûõ ðåøåíèé, òî åñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Ïîëó÷èì òåïåðü óñëîâèå, ãàðàíòèðóþùåå ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ
îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû (2.4.4). Ýòî óñëîâèå èìååò âèä

det
∥∥∥∥

a11 − λ a12

a21 a22 − λ

∥∥∥∥ = 0.

èëè (a11−λ)(a22−λ)−a12a21 = 0. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
λ, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà (2.4.4) èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ x1 è x2, äîëæíû
áûòü êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

λ2 − (a11 + a22)λ + a11a22 − a12a21 = 0, (2.4.5)

íàçûâàåìîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì.
Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êâàäðàò-

íîé ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äåéñòâèé.

1) Ñîñòàâëÿåòñÿ è ðåøàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.4.5).
Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, êàê èçâåñòíî, ìîæåò èìåòü äâà ðàçëè÷-
íûõ êîðíÿ, èìåòü îäèí êîðåíü, ëèáî íå èìåòü ðåøåíèé âîâñå.
Åñëè êîðíåé íåò, òî ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
çàâåðøàåòñÿ êîíñòàòàöèåé ôàêòà èõ îòñóòñòâèÿ.
2) Åñëè êîðíè èìåþòñÿ, òî äëÿ êàæäîãî èç íèõ ðåøàåòñÿ ñèñòåìà
(2.4.4) è íàõîäÿòñÿ âñå íåíóëåâûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå è ÿâëÿþòñÿ
èñêîìûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè.

Ïðèìåð 2.4.1. Ðåøèòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèöû

‖A‖ =
∥∥∥∥

2 1
1 2

∥∥∥∥ .

Ðåøåíèå:
1) Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå áóäåò

det
∥∥∥∥

2− λ 1
1 2− λ

∥∥∥∥ = 0.

èëè λ2 − 4λ + 3 = 0. Åãî êîðíè λ1 = 1 è λ2 = 3.
2) Äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1 = 1 ñèñòåìà (2.4.4) èìååò âèä

{
x1 + x2 = 0
x1 + x2 = 0 ,
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ðåøåíèåì êîòîðîé áóäåò ñòîëáåö âèäà ‖X‖ =
∥∥∥∥

t
−t

∥∥∥∥ , ãäå t � ëþáîå ÷èñëî.
Ñëåäîâàòåëüíî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1 = 1 áóäåò îòâå÷àòü ñîáñòâåííûé
âåêòîð ‖X‖ = t

∥∥∥∥
1

−1

∥∥∥∥ ïðè ëþáîì t 6= 0.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ2 = 3 ñèñòåìà

(2.4.4) èìååò âèä { −x1 + x2 = 0
x1 + −x2 = 0 ,

ðåøåíèåì êîòîðîé áóäåò ñòîëáåö âèäà ‖X‖ =
∥∥∥∥

t
t

∥∥∥∥ , ãäå t � ëþáîå ÷èñëî.
Ñëåäîâàòåëüíî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2 = 3 áóäåò îòâå÷àòü ñîáñòâåííûé
âåêòîð ‖X‖ = t

∥∥∥∥
1
1

∥∥∥∥ ïðè ëþáîì t 6= 0.

Ïðèìåð 2.4.2. Ðåøèòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèöû

‖A‖ =
∥∥∥∥

1 1
0 1

∥∥∥∥ .

Ðåøåíèå:
1) Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå áóäåò

det
∥∥∥∥

1− λ 1
0 1− λ

∥∥∥∥ = 0.

èëè (1− λ)2 = 0. Ó íåãî êîðåíü åäèíñòâåííûé: λ = 1.
2) Äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = 1 ñèñòåìà (2.4.4) èìååò âèä

{
0x1 + x2 = 0
0x1 + 0x2 = 0 ,

ðåøåíèåì êîòîðîé áóäåò ñòîëáåö âèäà ‖X‖ =
∥∥∥∥

t
0

∥∥∥∥ , ãäå t � ëþáîå ÷èñëî.
Ñëåäîâàòåëüíî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 1 áóäåò îòâå÷àòü ñîáñòâåííûé
âåêòîð ‖X‖ = t

∥∥∥∥
1
0

∥∥∥∥ ïðè ëþáîì t 6= 0.

Ïðèìåð 2.4.3. Ðåøèòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèöû ‖A‖ =∥∥∥∥
1 1

−1 1

∥∥∥∥ .

Ðåøåíèå:
1) Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå áóäåò

det
∥∥∥∥

1− λ 1
−1 1− λ

∥∥∥∥ = 0.

èëè λ2−2λ+2 = 0, êîòîðîå êîðíåé íå èìååò. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ìàòðèöà
íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Èíîãäà çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé óäàåòñÿ ðåøèòü áîëåå
ïðîñòî, èñïîëüçóÿ ñïåöèôè÷åñêèé âèä ìàòðèöû ‖A‖ . Íàïðèìåð, çàìåòèì,
÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.4.5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

λ2 − (a11 + a22)λ + det ‖A‖ = 0.
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Òîãäà â ñëó÷àå det ‖A‖ = 0 î÷åâèäíî, ÷òî λ1 = 0 è λ2 = a11 + a22.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê "çàäà÷å î æóêàõ" è âûÿñíèì ñóùåñòâóåò ëè ðàñïðå-
äåëåíèå ÷èñëà æóêîâ ïî ñðåäàì îáèòàíèÿ, êîòîðîå íå áóäåò ìåíÿòüñÿ îò
íàáëþäåíèÿ ê íàáëþäåíèþ, òî åñòü áóäåò ñòàöèîíàðíûì.

Ìàòåìàòè÷åñêè óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè

‖X‖ =

∥∥∥∥∥∥

x1

x2

x3

∥∥∥∥∥∥

� íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ êîëîíèè æóêîâ ñ ìàòðèöåé, õàðàêòåðèçóþùåé èõ
ïîâåäåíèå, âèäà

‖A‖ =

∥∥∥∥∥∥

0.3 0.5 0.4
0.4 0.1 0.2
0.3 0.4 0.4

∥∥∥∥∥∥
.

ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê ‖A‖ · ‖X‖ = λ ‖X‖ èëè â ðàçâåðíóòîé ôîðìå
∥∥∥∥∥∥

0.3 0.5 0.4
0.4 0.1 0.2
0.3 0.4 0.4

∥∥∥∥∥∥
·
∥∥∥∥∥∥

x1

x2

x3

∥∥∥∥∥∥
= λ

∥∥∥∥∥∥

x1

x2

x3

∥∥∥∥∥∥
. (2.4.6)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê çàäà÷å âèäà (2.4.1), êîòîðîé íàäî íàéòè
ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû ‖A‖ , îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λ = 1. Ðåøèì ýòó çàäà÷ó, ïðèíÿâ äëÿ îïðåäåëåííîñòè îáùóþ ÷èñëåííîñòü
êîëîíèè æóêîâ ðàâíîé 238.

Ïðîâåðèì âíà÷àëå, ÷òî λ = 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû
‖A‖ . Ýòî óñëîâèå, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, èìååò âèä

det (‖A‖ − λ ‖E‖) = 0.

Â íàøåì ñëó÷àå

det




∥∥∥∥∥∥

0.3 0.5 0.4
0.4 0.1 0.2
0.3 0.4 0.4

∥∥∥∥∥∥
− 1 ·

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∥∥∥∥∥∥


 = det

∥∥∥∥∥∥

−0.7 0.5 0.4
0.4 −0.9 0.2
0.3 0.4 −0.6

∥∥∥∥∥∥
=

= 10−3det

∥∥∥∥∥∥

−7 5 4
4 −9 2
3 4 −6

∥∥∥∥∥∥
=

èñïîëüçóÿ ïðàâèëî "òðåóãîëüíèêîâ"äëÿ ïîäñ÷åòà çíà÷åíèÿ îïðåäåëèòåëÿ

= 10−3 ·
(
(−7) ·(−9) ·(−6)+5 ·2 ·3+4 ·4 ·4−4 ·(−9) ·3−5 ·4 ·(−6)−(−7) ·2 ·4

)
=

= −378 + 30 + 64 + 108 + 56 + 120 = −378 + 378 = 0 .

Íàéäåì òåïåðü ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (2.4.6) ñ λ = 1 Çàïèøåì
(2.4.6) â ðàçâåðíóòîì âèäå





0.3x1 + 0.5x2 + 0.4x3 = x1,
0.4x1 + 0.1x2 + 0.2x3 = x2,
0.3x1 + 0.4x2 + 0.4x3 = x3,
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èëè 


−0.7x1 + 0.5x2 + 0.4x3 = 0,

0.4x1 + −0.9x2 + 0.2x3 = 0,
0.3x1 + 0.4x2 + −0.6x3 = 0.

(2.4.7)

Íàì íóæíî íàéòè íåíóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2.4.7.)
Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå äëÿ íåå íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ ãàðàíòèðóåò ðà-
âåíñòâî (÷òî áûëî ïîêàçàíî âûøå) íóëþ îïðåäåëèòåëÿ åå îñíîâíîé ìàòðèöû

det

∥∥∥∥∥∥

−0.7 0.5 0.4
0.4 −0.9 0.2
0.3 0.4 −0.6

∥∥∥∥∥∥
= 10−3det

∥∥∥∥∥∥

−7 5 4
4 −9 2
3 4 −6

∥∥∥∥∥∥
= 0.

Íàéäåì ýòî ðåøåíèå, çàìåíèâ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â ñèñòåìå (2.4.7.) íà
óñëîâèå x1 + x2 + x3 = 238, îçíà÷àþùåå, ÷òî îáùåå ÷èñëî æóêîâ îñòàåòñÿ
ïîñòîÿííûì. Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé




−0.7x1 + 0.5x2 + 0.4x3 = 0,

0.4x1 + −0.9x2 + 0.2x3 = 0,
x1 + x2 + x3 = 238,

(2.4.8)

ðåøåíèå êîòîðîé � èñêîìîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà æóêîâ ïî
ñðåäàì îáèòàíèÿ, èìååò âèä

‖X‖ =

∥∥∥∥∥∥

92
60
86

∥∥∥∥∥∥
.

Ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòå-
ìû (2.4.8) îòëè÷åí îò íóëÿ, è ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû Êðàìåðà, íàé-
äåííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà æóêîâ ïî ñðåäàì îáèòàíèÿ åäèí-
ñòâåííîå.
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Ãëàâà 3

Ôóíêöèè,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è
ïðåäåëû

3.1 Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè

Íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ òàê íàçûâàåìûìè
ïåðåìåííûìè âåëè÷èíàìè, òî åñòü ÷èñëåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ìîãóùè-
ìè ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ. Òàêèå êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè
ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðîñòî ïåðåìåííûìè. Íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ êîíêðåò-
íîãî ÷åëîâåêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå: âîçðàñò, ðîñò, âåñ, êîýôôè-
öèåíò èíòåëëåêòà IQ è ò.ï. Ïðè ýòîì íåðåäêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ
îäíîé ïåðåìåííîé ñâÿçàíû íåêîòîðûì îáðàçîì ñî çíà÷åíèÿìè äðóãîé. Ñêà-
æåì, âåñ ÷åëîâåêà çàâèñèò îò åãî ðîñòà, ðîñò � îò âîçðàñòà, îáìåííûé êóðñ
âàëþòû � îò âðåìåíè è ò.ä.

Â íåêîòîðûõ, âîîáùå ãîâîðÿ äîâîëüíî íå ÷àñòûõ ñëó÷àÿõ çàâèñèìîñòü
îäíîé ïåðåìåííîé âåëè÷èíû îò äðóãîé îêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé, òî åñòü
äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ âòîðîé ïåðåìåííîé çíà÷åíèå ïåðâîé ñó-
ùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Íàïðèìåð, ïëîùàäü êðóãà îäíîçíà÷íî çàâèñèò îò
åãî ðàäèóñà, âîçðàñò ÷åëîâåêà èìååò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå â êàæäûé ìî-
ìåíò âðåìåíè, ìàññà åäèíèöû îáúåìà æèäêîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
åå ïëîòíîñòüþ.

Çàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè âåëè÷èíàìè, îáëàäàþùèå òàêèìè ñâîé-
ñòâàìè, ïðèíÿòî íàçûâàòü ôóíêöèîíàëüíûìè. Îíè ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì èçó-
÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà - ðàçäåëà êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè, è èã-
ðàþò âàæíóþ ðîëü â áîëüøîì ÷èñëå òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ äèñöè-
ïëèí, âêëþ÷àÿ òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó.
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Ðèñ. 3.1: Îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíà ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñè-
ìîñòü èëè ïðîñòî ôóíêöèÿ, åñëè óêàçàíî ïðàâèëî, ïî
êîòîðîìó êàæäîìó ÷èñëó x, ïðèíàäëåæàùåìó ÷èñëî-
âîìó ìíîæåñòâó X, ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå åäèí-
ñòâåííîå ÷èñëî y, ïðèíàäëåæàùåìó ÷èñëîâîìó ìíî-
æåñòâó Y .

Ìíîæåñòâî X ïðèíÿòî íàçûâàòü îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, à ìíî-
æåñòâî - îáëàñòüþ åå çíà÷åíèé. Ñàìó ôóíêöèþ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü

y = f(x), x ∈ X, y ∈ Y.

Íàêîíåö, x - íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì, à y - çàâè-
ñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, çíà÷åíèåì ôóíêöèè èëè, ïðîñòî, ôóíêöèåé.

Ñõåìàòè÷åñêè ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáú-
åêò ñîñòîÿùèé èç òðåõ êîìïîíåíòîâ: îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, îáëàñòè çíà÷åíèé
è ïðàâèëà, ïî êîòîðîìó êàæäîìó ÷èñëó èç ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèÿ ïîñòàâ-
ëåíî â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííîå ÷èñëî èç îáëàñòè çíà÷åíèé. (Ñì. ðèñ. 3.1).
Êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, òàê è îáëàñòü çíà÷åíèÿ � ýòî ÷èñëîâûå ìíîæå-
ñòâà. Ïðàâèëî ñîîòâåòñòâèÿ ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ:
â âèäå òàáëèöû, ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëû, ãðàôèêà èëè ÿâëÿòüñÿ íåêîòî-
ðîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷åé îòûñêàíèÿ y ïî çíà÷åíèþ x . Íàêîíåö, ýòî
ïðàâèëî ìîæåò áûòü ïðîñòî îïèñàíî ñëîâåñíî.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî äîñòàòî÷íî ÷àñòî ôóíêöèþ çàäàþò òîëüêî
ôîðìóëîé ñîîòâåòñòâèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíèìû âñå èñïîëüçî-
âàííûå â çàïèñè ýòîé ôîðìóëû îïåðàöèè. Çà îáëàñòü çíà÷åíèé ïðè ýòîì
ïðèíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ñîãëàøåíèåì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îáëàñòü îïðåäå-
ëåíèÿ X, íàïðèìåð, ôóíêöèè y =

√
x− 3, ñîñòàâëÿþò âñå äåéñòâèòåëüíûå

÷èñëà íå ìåíüøèå, ÷åì 3, ïîñêîëüêó èçâëå÷ü àðèôìåòè÷åñêèé êâàäðàòíûé
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êîðåíü (ñîãëàñíî åãî îïðåäåëåíèþ!) ìîæíî òîëüêî èç íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñ-
ëà. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé Y ñîãëàñíî ýòîìó æå îïðåäåëåíèþ ñîäåðæèò âñå
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ñèìâîëè÷åñêè ýòî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

X : {∀x ≥ 3}, Y : {∀x ≥ 0} èëè æå X : {[3, +∞)}, Y : {[0,+∞)}.

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷å-
íèé íå âñåãäà îêàçûâàåòñÿ ñòîëü òðèâèàëüíîé. Ïîÿñíèì ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè.
Ïðèìåð 3.1.1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé äëÿ ôóíêöèé:

à) y =
√

2x + 3
x− 2

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: ðåøèâ íåðàâåíñòâî 2x + 3
x− 2 ≥ 0 , ïîëó÷èì

[
x ≤ −3

2
x > 2,

òî åñòü,
X :

{
(−∞,−3

2
]
⋃

(2, +∞)
}

,

ïîñêîëüêó èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ âîçìîæíî òîëüêî èç íåîòðèöà-
òåëüíîãî ÷èñëà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëî 2 íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ, ïîñêîëüêó ïðè òàêîì çíà÷åíèè x çíàìåíàòåëü ïîäêîðåííîãî âûðà-
æåíèÿ îáðàòèòñÿ â 0 , à äåëåíèå íà íóëü íåâîçìîæíî.
Îáëàñòü çíà÷åíèé: ÷òîáû íàéòè îáëàñòü çíà÷åíèé, ðàññìîòðèì ôîðìóëó
y =

√
2x + 3
x− 2 êàê óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíûì x è ïàðàìåòðîì y . Âûÿñíèì,

ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ y ñóùåñòâóåò x � âåùåñòâåííûé êîðåíü ýòîãî óðàâíå-
íèÿ. Íåñëîæíûå âûêëàäêè ïðèâîäÿò ê x = 2y2 + 3

y2 − 2
, ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâî-

âàíèå âåùåñòâåííîãî x ïðè ëþáûõ y 6= ±2 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çíà÷åíèå
ôóíêöèè â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì êâàäðàò-
íûì êâàäðàòíûì êîðíåì è, çíà÷èò, íåîòðèöàòåëüíî. Îáúåäèíèâ íàéäåííûå
îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó y , ïîëó÷èì, ÷òî

Y :
{

[0, 2)
⋃

(2, +∞)
}

.

á) y = x + 1
x

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: î÷åâèäíî ∀x 6= 0 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
{

(−∞, 0)
⋃

(0, +∞)
}

.

Îáëàñòü çíà÷åíèé: îöåíêó îáëàñòè çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè âûïîëíèì â
äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé x > 0. Äëÿ ëþáûõ òàêèõ çíà÷åíèé
x áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(√
x− 1√

x

)2

≥ 0 , èëè
(

x− 2
√

x
1√
x

+
1
x

)
≥ 0 , îòêóäà x +

1
x
≥ 2.

Äëÿ ñëó÷àÿ x < 0 îöåíêó îáëàñòè çíà÷åíèé ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ðàâåíñòâîì

(−x) +
1

(−x)
= −

(
x +

1
x

)
,
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èç êîòîðîãî â ñèëó íåðàâåíñòâà

x +
1
x
≥ 2 äëÿ âñåõ x > 0

èìååì
x +

1
x
≤ −2 äëÿ âñåõ x < 0.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî îáëàñòüþ çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî Y : {(−∞,−2]

⋃
[2, +∞)} .

â) y = 2x2 + 2x + 1
x2 + 3x + 2

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

x2 + 3x + 2 6= 0 ⇔
[

x 6= −2
x 6= −1,

ïîñêîëüêó çíàìåíàòåëü äðîáè íå ìîæåò ïðèíèìàòü íóëåâûõ çíà÷åíèé. Äðó-
ãèõ îãðàíè÷åíèé íà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè íåò, ïîýòîìó îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ áóäåò

X :
{

(−∞,−2)
⋃

(−2,−1)
⋃

(−1,+∞)
}

.

Îáëàñòü çíà÷åíèé: îáëàñòü çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè óäîáíî íàõîäèòü, èñ-
ïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îáðàçóåòñÿ ïðîèçâîëüíûìè
âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè (çà èñêëþ÷åíèåì −2 è −1.) Ðàññìîòðèì ôîðìó-
ëó y = 2x2 + 2x + 1

x2 + 3x + 2
êàê óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíîé x è ðåøèì åãî, ñ÷èòàÿ

y íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì äàííîå
ðàâåíñòâî ê âèäó, ñòàíäàðòíîìó äëÿ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé

(y − 2)x2 + (3y − 2)x + (2y − 1) = 0 , (3.1.1)

êîðíè êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

x1,2 =
−(3y − 2)±

√
D

2(y − 2)
y 6= 2 ,

ãäå äèñêðèìèíàíò D = (3y − 2)2 − 4(y − 2)(2y − 1). Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé x áóäåò D ≥ 0, èëè, â íàøåì ñëó÷àå,

(3y − 2)2 − 4(y − 2)(2y − 1) =

= y2 + 8y − 4 ≥ 0 ⇔ y ∈
{

(−∞,−2
√

5− 4]
⋃

[2
√

5− 4,+∞)
}

.

Èíà÷å ãîâîðÿ, x ìîæåò ïðèíèìàòü âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèøü ëèáî ïðè
y ≤ −2

√
5 − 4 ≈ −8.4, ëèáî ïðè y ≥ 2

√
5 − 4 ≈ 0.4 . Ñëåäîâàòåëüíî, îá-

ëàñòü çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè îáðàçóþò ÷èñëà y, óäîâëåòâîðÿþùèå ëèáî
ïåðâîìó, ëèáî âòîðîìó èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ è íå ðàâíûå 2.

Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íå ïðèìåíèìû
äëÿ y = 2, èáî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.1.1) íå êâàäðàòíîå, à ëèíåé-
íîå � âèäà 4x + 3 = 0, òåì íå ìåíåå ÷èñëî 2 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè çíà÷å-
íèé, ïîñêîëüêó ó ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ èìååòñÿ âåùåñòâåííîå ðåøåíèå
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x = −3
4 , ÿâëÿþùååñÿ çíà÷åíèåì àðãóìåíòà ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè

ðàâíî 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

Y :
{

(−∞,−2
√

5− 4]
⋃

[2
√

5− 4, +∞)
}

.

Â çàêëþ÷åíèå îáñóæäåíèÿ ïîíÿòèÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè îòìå-
òèì, ÷òî ôóíêöèè ïðèíÿòî êëàññèôèöèðîâàòü ïî íàëè÷èþ èëè îòñóòñòâóþ
ó íåå ñâîéñòâà ïåðèîäè÷íîñòè è ñâîéñòâà ÷åòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè
ñóùåñòâóåò ÷èñëî T 6= 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X
âûïîëíåíî x ± T ∈ X è f(x + T ) = f(x). ×èñëî T â
ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè y = f(x).

Ïðèìåð 3.1.2. Ê ïåðèîäè÷åñêèì îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

y = sin x ñ ïåðèîäîì T = 2π,

y = cos 3x ñ ïåðèîäîì T = 2π
3 ,

y = tg x ñ ïåðèîäîì T = π.

Îïðåäåëåíèå 3.1.3. Ïóñòü X � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = f(x), ñèì-
ìåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 0, òîãäà ýòà ôóíê-
öèÿ íàçûâàåòñÿ:
÷åòíîé, åñëè ∀x ∈ X âûïîëíåíî f(−x) = f(x),
íå÷åòíîé, åñëè ∀x ∈ X âûïîëíåíî f(−x) = −f(x),

Ïðèìåð 3.1.3. Êëàññèôèêàöèÿ ôóíêöèé ïî ÷åòíîñòè:

y = x2 � ÷åòíàÿ,
y = x3 � íå÷åòíàÿ,
y = sin x � íå÷åòíàÿ,
y = cos x � ÷åòíàÿ,
y = 3x � íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî, õîòÿ ñóùåñòâóþò ôóíêöèè íå îòíîñÿùèåñÿ íè
ê ÷åòíûì, íè ê íå÷åòíûì, â ñèììåòðè÷íîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êàæäóþ èõ
íèõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó íåêîòîðîé ÷åòíîé ôóíêöèè è íåêîòîðîé
íå÷åòíîé. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ôîðìóëó

f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+

f(x)− f(−x)
2

.

Òàê äëÿ ôóíêöèè y = 3x ðàçëîæåíèå â ñóììó ÷åòíîé è íå÷åòíîé áóäåò èìåòü
âèä

y =
3x + 3−x

2
+

3x − 3−x

2
.
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3.2 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èõ ïðåäåëû

3.2.1 ×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, åñëè óêàçàíî
ïðàâèëî, ñîãëàñíî êîòîðîìó êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó (íîìåðó) n ïî-
ñòàâëåíî ñîïîñòàâëåíî åäèíñòâåííîå ÷èñëî xn, íàçûâàåìîå çíà÷åíèåì n-ãî
÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèíÿòî îáîçíà-
÷àòü êàê {xn}.

Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ íàòóðàëüíîãî ðÿäà ÷èñåë, òî åñòü êàê ôóíêöèþ,
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë.

×èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî çàäàòü îäíèì èç ñëåäóþùèõ òðåõ
ñïîñîáîâ:

1) Ïåðå÷èñëåíèåì çíà÷åíèé åå ÷ëåíîâ. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn}, ó êîòîðîé âñå ÷ëåíû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ðàâíû 1, à âñå ÷ëåíû ñ
íå÷åòíûìè −1, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå {−1, 1,−1, 1,−1, 1, . . .}

2) Ôóíêöèîíàëüíûì ïðàâèëîì, êîòîðîå äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü åãî çíà÷åíèå ïî åãî íî-
ìåðó. Íàïðèìåð, äëÿ ðàññìîòðåííîé â 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàêèì
ïðàâèëîì ìîãóò áûòü ôîðìóëû

xn = (−1)n èëè xn = sin
(π

2
+ πn

)
.

3) Ðåêóðñèâíûì ïðàâèëîì, ïî êîòîðîìó çíà÷åíèå êàæäîãî ÷ëåíà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ïî çíà÷åíèþ îäíîãî
èëè íåñêîëüêèõ ïðåäûäóùèõ ÷ëåíîâ. Íàïðèìåð, äëÿ ðàññìîòðåííîé â
1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàêèì ïðàâèëîì ìîãóò ñëóæèòü ñîîòíîøåíèÿ

xn+1 = (−1) · xn , x1 = −1.

3.2.2 Êëàññèôèêàöèÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü ïî ìíîæåñòâó çíà÷åíèé
èõ ÷ëåíîâ. Íàïðèìåð,

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âñå ÷ëåíû êîòîðîé èìåþò çíà÷åíèå îäíîãî çíàêà
íàçûâàåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé,

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âñå ÷ëåíû êîòîðîé èìåþò çíà÷åíèå, íå ïðåâîñ-
õîäÿùåãî ïî ìîäóëþ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ
îãðàíè÷åííîé.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîáíî äà-
âàòü, èñïîëüçóÿ ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû (ñì. ï.9◦ �1.1.) Íàïðèìåð, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ∃C ≥ 0 : ∀n : |xn| ≤ C, òî
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åñòü, íàéäåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî C òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà n
áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |xn| ≤ C. Åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò
âèä xn ≤ C (èëè xn ≥ C), òî ãîâîðÿò îá îãðàíè÷åííîé ñâåðõó (èëè, ñîîòâåò-
ñòâåííî, îãðàíè÷åííîé ñíèçó) ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îïðåäåëåíèå íåîãðàíè÷åííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, èìåÿ â âèäó, ÷òî îòðèöàíèå íåêîòîðîãî îïðåäåëåíèÿ äîëæ-
íî ñòðîèòüñÿ ñ ñîáëþäåíèåì ïðàâèë ôîðìàëüíîé ëîãèêè. Íàïðèìåð, ôîð-
ìóëèðîâêà "íå ñóùåñòâóåò ÷èñëî C òàêîå, ÷òî . . . " íå ÿâëÿåòñÿ îøèáî÷-
íîé, íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ îíà íå ïîäõîäèò, èáî íåëüçÿ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
ýòî ÷èñëî íå ñóùåñòâóåò (ïîëíûé ïåðåáîð ôèçè÷åñêè íå âîçìîæåí!). Êîí-
ñòðóêòèâíûì âàðèàíòîì îïðåäåëåíèÿ íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîæåò ñëóæèòü, ñêàæåì, ñëåäóþùåå: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ
íåîãðàíè÷åííîé, åñëè ∀C ≥ 0 : ∃NC : |xNC

| > C, òî åñòü, äëÿ êàæäîãî
íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà C íàéäåòñÿ íîìåð NC òàêîé, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |xNC

| > C.
×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêæå ìîæíî ðàçëè÷àòü ïî õàðàêòåðó èç-

ìåíåíèÿ çíà÷åíèé èõ ÷ëåíîâ ïðè èçìåíåíèè íîìåðà. Íàïðèìåð,
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé èçìåíåíèå íîìåðà íà 1 ìåíÿåò çíàê åå
÷ëåíà íà ïðîòèâîïîëîæíûé, íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé,

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî xn+1 > xn íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé, à â ñëó÷àå âû-
ïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà xn+1 < xn � ìîíîòîííî óáûâàþùåé.

Ïîÿñíèì äàííûå îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè.
1) ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = 1 − 1

n ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé,
ïîñêîëüêó ∀n : 0 ≤ xn < 1. Êðîìå òîãî, îíà áóäåò ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàþùåé â ñèëó íåðàâåíñòâà

xn+1 − xn = − 1
n + 1

+
1
n

=
1

n(n + 1)
> 0 ∀n.

2) ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = n(−1)n

, äëÿ êîòîðîé

x1 = 1, x2 = 2, x3 =
1
3
, x4 = 4, x5 =

1
5
, x6 = 6, x7 =

1
7
, . . . ,

îãðàíè÷åíà ñíèçó (÷èñëîì íîëü), íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó è íå ÿâëÿåòñÿ
íè ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé, íè ìîíîòîííî óáûâàþùåé.

3.2.3 Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è åãî ñâîé-
ñòâà

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ åå îïèñà-
íèÿ íåîáõîäèìî óêàçàòü ïðàâèëî, êîòîðîå ïîçâîëÿåò íàõîäèòü çíà÷åíèÿ åå
÷ëåíîâ ïî èõ íîìåðàì. Ïîìèìî ýòîãî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò
õàðàêòåðèçîâàòüñÿ òàêæå íåêîòîðûì ÷èñëîì, íå ñâÿçàííûì íè ñ êàêèì êîí-
êðåòíûì íîìåðîì. Ýòà õàðàêòåðèñòèêà íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå 3.2.3.1. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {xn}, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε
ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðàìè n ≥ N âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî |xn −A| < ε.

Òîò ôàêò, ÷òî ÷èñëî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {xn}, ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå lim

n→∞
xn = A. Èíîãäà òàêæå

èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå {xn} −→
n→∞

A. Âîîáùå ãîâîðÿ, íå âñÿêàÿ ÷èñëî-
âàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë. Åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìååò ïðåäåë, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, èíà÷å � ðàñõîäÿùåéñÿ.

Ïðèìåð 3.2.3.1. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

1, 1
2 , 1

3 , 1
4 , . . .

}
, äëÿ êîòîðîé

xn = 1
n, èìååò ïðåäåë, ðàâíûé íóëþ. Òî åñòü, lim

n→∞
1
n = 0.

Äîêàæåì ýòî, èñïîëüçîâàâ îïðåäåëåíèå 3.2.1. Çàìåòèì âî-ïåðâûõ, ÷òî äàí-
íàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé, ïîñêîëü-
êó äëÿ ëþáîãî íîìåðà n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 1

n > 1
n + 1 , òî åñòü xn >

xn+1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|xn −A| =
∣∣∣∣
1
n
− 0

∣∣∣∣ =
1
n

.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε î÷åâèäíî
ìîæíî âûáðàòü íîìåð N > 1

ε , äëÿ êîòîðîãî 1
N < ε è

|xN − 0| =
∣∣∣∣
1
N
− 0

∣∣∣∣ =
1
N

< ε.

Íî òîãäà, â ñèëó ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ≥ N òàêæå áóäåò âåðíûì íåðàâåíñòâî

|xn − 0| = 1
n

< ε.

Çíà÷èò, ÷èñëî 0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = 1
n.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùèå ñâîèì ïðåäåëîì ÷èñëî 0, òî åñòü, äëÿ êî-
òîðîé lim

n→∞
xn = 0, ïðèíÿòî íàçûâàòü áåñêîíå÷íî ìàëûìè. Ñëåäóåò òàêæå

ðàçëè÷àòü ñëó÷àè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàñõîäÿùèõñÿ, òî åñòü íå èìåþùèõ
íèêàêîãî ïðåäåëà, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áåñêîíå÷íî áîëüøèõ, ÷ëåíû êî-
òîðûõ ìîãóò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèå, ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ïðèìåðîì ðàñõîäÿùåéñÿ ìîæåò ñëóæèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = (−1)n,
òî åñòü {−1, 1,−1, 1,−1, 1, . . .}, à ïðèìåðîì áåñêîíå÷íî áîëüøîé � ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü xn = n. Äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðèíÿòî
îáîçíà÷åíèå lim

n→∞
xn = +∞.

Îòìåòèì îñíîâíûå, ïîëåçíûå äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ñâîéñòâà
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {yn} ñõî-
äÿòñÿ, à C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, òîãäà

1◦. lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn .

2◦. lim
n→∞

(C · xn) = C · lim
n→∞

xn .
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Ðèñ. 3.2: Òåîðåìà "Î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ."

3◦. lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn .

4◦. Åñëè, êðîìå òîãî lim
n→∞

yn 6= 0, òî lim
n→∞

xn
yn

=
lim

n→∞
xn

lim
n→∞

yn
.

5◦. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (óáûâàåò) è îãðàíè-
÷åíà ñâåðõó (ñíèçó), òî îíà èìååò ïðåäåë.

6◦. Åñëè lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = A è ∀n xn ≥ zn ≥ yn, òî lim
n→∞

zn = A.
Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ñòóäåí÷åñêèé ôîëüêëåð íàçâàë ïîñëåäíåå ñâîéñòâî

òåîðåìîé "î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ"(ðèñ 3.2.)

3.2.4 Íàõîæäåíèå ïðåäåëîâ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé

Ïîèñê çíà÷åíèÿ ïðåäåëà ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îñíîâàííûé ëèøü
íà åãî îïðåäåëåíèè â ïðèíöèïå âîçìîæåí, íî ìîæåò ÿâëÿòüñÿ âåñüìà ñëîæ-
íîé ïðîöåäóðîé. Íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ ãîðàçäî óäîáíåå èñïîëüçîâàòü
ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ñî÷åòàíèè ñ íåêîòîðûì íåáîëü-
øèì íàáîðîì ïðåäåëîâ, íàéäåííûõ çàðàíåå.

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî êóðñà îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íûì ñî÷åòàíèå íàáîðà
ñâîéñòâ 1◦�6◦ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà è òðåõ ñëåäóþùèõ ïðåäåëîâ:

lim
n→∞

1
n

= 0 ; lim
n→∞

n sin
1
n

= 1 è lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

= e .

Ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî ðàâåíñòâà áûëà ïîêàçàíà â ïðèìåðå 3.2.3.1. Ðàñ-
ñìîòðèì âòîðîå ðàâåíñòâî, ÷àñòî íàçûâàåìîå ïåðâûì çàìå÷àòåëüíûì ïðå-
äåëîì.
Íà òðèãîíîìåòðè÷åñêîì êðóãå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà îòëîæèì óãîë, âåëè÷èíà
êîòîðîãî (â ðàäèàííîé ìåðå) ðàâíà α = 1

n (ðèñ. 3.3), è ïîñòðîèì ïðÿìî-
óãîëüíûå òðåóãîëüíèêè OAB è OCD. Çàìåòèì, ÷òî êðóãîâîé ñåêòîð OAD,
ñ îäíîé ñòîðîíû, ñîäåðæèò â ñåáå òðåóãîëüíèê OAB, à ñ äðóãîé � ñàì ñî-
äåðæèòñÿ â òðåóãîëüíèêå OCD. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïëîùàäåé ýòèõ òðåõ
ôèãóð ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

S4OAB ≤ S∪OAD ≤ S4OCD .

Ïîñêîëüêó S4OAB = 1
2 · |OB| · |AB| , S4OCD = 1

2 · |OD| · |CD| , à ïëîùàäü
êðóãîâîãî ñåêòîðà S∪OAD = 1

2 · |OD| · α , òî ñ ó÷åòîì |OD| = 1 ïðèõîäèì ê
íåðàâåíñòâàì

1

2
· sin α · cos α ≤ 1

2
· 1 · α ≤ 1

2
· 1 · tg α .
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Ðèñ. 3.3: Ê äîêàçàòåëüñòâó ðàâåíñòâà lim
n→∞

n sin 1
n = 1.

èëè
1

2
· sin 1

n
· cos

1

n
≤ 1

2
· 1 · 1

n
≤ 1

2
· 1 · tg 1

n
Äàëåå ïðåîáðàçóÿ, ïîëó÷àåì

1

sin 1
n · cos 1

n

≥ n ≥
cos

1

n

sin
1

n

.

Îòêóäà, îêîí÷àòåëüíî, ñëåäóåò, ÷òî
1

cos 1
n

≥ n · sin 1

n
≥ cos

1

n
.

Òåïåðü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ïðåäåëîâ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

xn =
1

cos 1
n

; zn = n · sin 1

n
; yn = cos

1

n
.

Òîãäà, â ñèëó î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà lim
n→∞

cos 1
n = 1 è òåîðåìû "Î äâóõ

ìèëèöèîíåðàõ" � ñâîéñòâà 6◦, ïîëó÷àåì, ÷òî lim
n→∞

n sin 1
n = 1 .

Ê íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî èç óêàçàííûõ âûøå ïðåäåëîâ
lim

n→∞

(
1 + 1

n

)n

ïðèâîäèò çàäà÷à "î äîáðîì áàíêå è æàäíîì âêëàä÷èêå", èìå-
þùàÿ ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó.

Íåêèé "äîáðûé" áàíê ïðåäëàãàåò ñâîèì âêëàä÷èêàì 100% ãîäîâûõ ïî
ñðî÷íûì âêëàäàì, ñ ðàâíîìåðíûì âî âðåìåíè íà÷èñëåíèåì ïðîöåíòîâ ïî
âêëàäó. 1 Ó îäíîãî èç åãî êëèåíòîâ ê íà÷àëó ãîäà èìååòñÿ äåíåæíàÿ ñóì-
ìà ðàçìåðîì â îäèí ðóáëü, êîòîðóþ îí õî÷åò ïîëîæèòü â áàíê äî íà÷àëà
ñëåäóþùåãî ãîäà. Î÷åâèäíûé ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî âêëàä÷èê ïîëó÷èò â
êîíöå ãîäà ñóììó â ðóáëÿõ: ñâîé âêëàä 1 ðóá ïëþñ 100%, òî åñòü åùå 1 ðóá.
Èòàê,

S1 = 1 + 1 = 2 .

Îäíàêî âêëàä÷èêó ýòî êàæåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì è îí ðàññóæäàåò òàê: "åñëè
ÿ ïîëîæó ñâîé ðóáëü íà ïåðâîå ïîëóãîäèå, òî 30 èþíÿ ó ìåíÿ áóäåò

(
1 + 1

2

)

1Â æèçíè, êîíå÷íî, íèêàêîé áàíê òàê íèêîãäà íå äåëàë è íå äåëàåò.
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ðóá, êîòîðûå ÿ ïîëîæó íà îñòàâøèåñÿ ïîëãîäà. Òîãäà çà ãîä ÿ áóäó èìåòü"

S2 =
(

1 +
1
2

)
+

1
2
·
(

1 +
1
2

)
=

(
1 +

1
2

)2

= 2
1
4
.

Õîòÿ ýôôåêò äàííîé îïåðàöèè î÷åâèäåí, "æàäíîìó" âêëàä÷èêó è ýòîãî
ìàëî. Ñëåäóþùèå åãî ðàññóæäåíèÿ òàêîâû: "åñëè ÿ ïîëîæó ñâîé ðóáëü íà
ïåðâûå ÷åòûðå ìåñÿöà, òî ê 1 ìàÿ ó ìåíÿ áóäåò íà ðóêàõ

(
1 + 1

3

)
ðóá,

êîòîðûå ÿ ïîëîæó íà ñëåäóþùèå ÷åòûðå ìåñÿöà è ïîëó÷ó 1 ñåíòÿáðÿ
(

1 +
1
3

)
+

1
3
·
(

1 +
1
3

)
=

(
1 +

1
3

)2

.

Ýòó ñóììó ÿ âêëàäûâàþ íà îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå ìåñÿöà è ïîëó÷àþ â èòîãå

S3 =
(

1 +
1
3

)2

+
1
3
·
(

1 +
1
3

)2

=
(

1 +
1
3

)3

= 2
10
27

,

÷òî áîëüøå, ÷åì S2. "
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, åñëè âåñü ãîä ðàçäåëèòü íà n ðàâíûõ ïåðèîäîâ, òî

ïîëó÷åííàÿ ñóììà ñîñòàâèò

Sn =
(

1 +
1
n

)n−1

+
1
n
·
(

1 +
1
n

)n−1

=
(

1 +
1
n

)n

.

Èññëåäóåì òåïåðü ñâîéñòâà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn =
(
1 + 1

n

)n
.

Âî-ïåðâûõ, ïîêàæåì, ÷òî ∀n : Sn+1 > Sn. Äåéñòâèòåëüíî,

Sn+1

Sn
=

(
1 +

1

n + 1

)n+1

(
1 +

1

n

)n =

(
1 +

1

n + 1

)n+1

(
1 +

1

n

)n+1
·
(

1 +
1

n

)
=

=




n + 2

n + 1
n + 1

n




n+1

·
(

1 +
1

n

)
=

[
n(n + 2)

(n + 1)2

]n+1

·
(

1 +
1

n

)
=

=

[
n2 + 2n

(n + 1)2

]n+1

·
(

1 +
1

n

)
=

[
n2 + 2n + 1− 1

(n + 1)2

]n+1

·
(

1 +
1

n

)
=

è, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Áåðíóëëè (ñì. ãë.1, ï.10◦),

=

[
1− 1

(n + 1)2

]n+1

·
(

1 +
1

n

)
>

(
1− 1

n + 1

)
·
(

1 +
1

n

)
=

=

(
n

n + 1

)
·
(

1 +
1

n

)
= 1.

Òàêèì îáðàçîì, Sn+1
Sn

> 1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn � ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàþùàÿ, òî åñòü "øóñòðîñòü" âêëàä÷èêà îïðàâäàíà. Òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî,
ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ñóììû âêëàä÷èê ïîëó÷èòü òåì íå ìåíåå íå ñìîæåò.
Âûïîëíèì ñëåäóþùóþ îöåíêó âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé áèíîìà Íüþòî-
íà (ñì. ãë.1, ï.7◦),

Sn =

(
1 +

1

n

)n

=

= 1n + n · 1n−1 · 1

n
+

n(n− 1)

2!
· 1n−2 · 1

n2
+

n(n− 1)(n− 2)

3!
· 1n−3 · 1

n3
+ . . . ≤
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≤ 1 + 1 +
1

1 · 2 +
1

1 · 2 · 3 + . . . ≤ 1 + 1 +
1

2
+

1

22
+ +

1

23
+ . . . ≤

è, ïî ôîðìóëå ñóììû âñåõ ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè (ñì. ãë.1, ï.8◦), ïîëó÷àåì

≤ 1 +
1

1− 1

2

= 3.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} îãðàíè÷åíà ñâåðõó è êàê áû
âêëàä÷èê íå ñóåòèëñÿ, äàæå òðåõ ðóáëåé åìó ïîëó÷èòü íå óäàñòñÿ.

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 5◦, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó èìååò ïðåäåë. Çíà÷èò, {Sn} ñõîäèòñÿ. Ïðå-
äåëîì ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{(
1 + 1

n

)n}
ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíîå

(ïîäîáíî ÷èñëó π) ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå êàê e ðàâíîå ïðèáëèæåííî e ≈
2.718281828459045 · · · . Èíà÷å ãîâîðÿ,

lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

= e.

Ýòî ðàâåíñòâî ïðèíÿòî íàçûâàòü âòîðûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì.
Çàìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ñâîéñòâà 3◦ ïðè âû÷èñëåíèè,

íàïðèìåð, ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó èç äâóõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xn = n è yn = sin 1

n ñõîäèòñÿ òîëüêî âòîðàÿ. Åå ïðåäåë
ðàâåí 0, â òî âðåìÿ êàê ïåðâàÿ íåîãðàíè÷åíî âîçðàñòàåò. Ïîäîáíûé ñëó÷àé
ïðèíÿòî íàçûâàòü íåîïðåäåëåííîñòüþ âèäà ”0 · ∞” è äëÿ åå ðàñêðûòèÿ ïî-
òðåáîâàëîñü ñïåöèàëüíîå èññëåäîâàíèå. Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû âîçíèêàþò
äëÿ íåîïðåäåëåííîñòåé âèäà

”
0
0
” , ”

∞
∞” , ”∞−∞” , ”1∞”.

Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì íåîïðåäåëåííîñòè ïî-
ñëåäíåãî âèäà.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóëüíîé çàïèñè îáùåãî ÷ëåíà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 1◦�6◦ íåâîçìîæíî, ïðèíÿòî íàçûâàòü ìåòî-
äîì "ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé."

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Ïðèìåð 3.2.4.1. Íàéòè lim
n→∞

(3n + 2)2

5n2 + 3
.

Ôîðìóëà çíà÷åíèÿ ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ äðîáüþ, îäíàêî
èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâà 4◦ ïîêà íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó

lim
n→∞

(3n + 2)2 = +∞ è lim
n→∞

(
5n2 + 3

)
= +∞ .

Òî åñòü, ìû èìååì ñëó÷àé íåîïðåäåëåííîñòè âèäà ”∞∞”. Äëÿ åå "ðàñêðûòèÿ"
(äî ïåðåõîäà ê ïðåäåëó!) ïðåîáðàçóåì ÷èñëèòåëü ïî ôîðìóëå "êâàäðàò ñóì-
ìû äâóõ ÷èñåë", à çàòåì ðàçäåëèì è ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà n2, â èòîãå
ïîëó÷èì

lim
n→∞

(3n + 2)2

5n2 + 3
= lim

n→∞
9n2 + 12n + 4

5n2 + 3
= lim

n→∞

9 +
12
n

+
4
n2

5 +
3
n2

.

52



Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî lim
n→∞

1
n = 0 è lim

n→∞
1
n2 = lim

n→∞
1
n · lim

n→∞
1
n = 0, âèäíî,

÷òî ïðåäåëû ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ñóùåñòâóþò, è ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ñâîéñòâàìè 4◦, 2◦ è 1◦ .

lim
n→∞

9 +
12
n

+
4
n2

5 +
3
n2

=
lim

n→∞

(
9 +

12
n

+
4
n2

)

lim
n→∞

(
5 +

3
n2

) =
9 + 12 lim

n→∞
1
n

+ 4 lim
n→∞

1
n2

5 + 3 lim
n→∞

1
n2

=
9
5
.

Ïðèìåð 3.2.4.2. Íàéòè lim
n→∞

(√
4n2 + 3n− 2n

)
.

Ôîðìóëà îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an =
√

4n2 + 3n − 2n ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü äâóõ âûðàæåíèé, îäíàêî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî 1◦
ìû íå ìîæåì, èáî

lim
n→∞

√
4n2 + 3n = +∞ è lim

n→∞
2n = +∞

è ìû èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ”∞ − ∞”. Äëÿ åå "ðàñêðûòèÿ," íå
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, óìíîæèì è îäíîâðåìåííî ðàçäåëèì ýòó ôîðìóëó íà√

4n2 + 3 + 2n.

lim
n→∞

(√
4n2 + 3n− 2n

)
= lim

n→∞
(
√

4n2 + 3n− 2n)(
√

4n2 + 3n + 2n)√
4n2 + 3n + 2n

=

= lim
n→∞

4n2 + 3n− 4n2

√
4n2 + 3n + 2n

= lim
n→∞

3n√
4n2 + 3n + 2n

.

Ïîëó÷åííûé ïðåäåë åñòü íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ”∞∞ , ” "ðàñêðûòü" êî-
òîðóþ ìîæíî äåëåíèåì ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà n.

lim
n→∞

3n√
4n2 + 3n + 2n

= 3 lim
n→∞

1√
4 +

3
n

+ 2

=
3
4
,

ïîñêîëüêó lim
n→∞

√
4 + 3

n = 2.

Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû,
√

4 + 3
n ≥ 2, íî, ñ äðóãîé

√
4 +

3
n

=

√
4 + 2 · 2 · 3

4n
+

9
16n2 −

9
16n2 =

=

√(
2 +

3
4n

)2

− 9
16n2 ≤

√(
2 +

3
4n

)2

= 2 +
3
4n

.

Òî åñòü,

2 +
3
4n

≥
√

4 +
3
n
≥ 2,

è â ñèëó òåîðåìû "î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ," ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ î òîì,
÷òî lim

n→∞

√
4 + 3

n = 2.
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Ïðèìåð 3.2.4.3. Íàéòè lim
n→∞

(
2n + 2
2n + 1

)n

.

Çäåñü ìû èìååì lim
n→∞

2n + 2
2n + 1 = 1 è lim

n→∞
n = ∞, òî åñòü íåîïðåäåëåííîñòü

âèäà ”1∞.” ×òîáû "ðàñêðûòü" åå, ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðå-
äåëà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

lim
n→∞

(
2n + 2
2n + 1

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1
2n + 1

)n

= lim
k→∞

(
1 +

1
k

)k
2+1

2
=

ãäå k = 2n + 1 è n = k
2 + 1

2 ⇒ lim
n→∞

k = ∞

=

[
lim

k→∞

(
1 +

1
k

)k
]1

2
· lim

k→∞

(
1 +

1
k

)1
2

= e
1
2 · 1 =

√
e.

3.2.5 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå÷èñëîâûõ îáúåêòîâ

Â çàâåðøåíèå îáñóæäåíèÿ òåìû "÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè" îòìåòèì,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî îáðàçîâûâàòü íå òîëüêî èç ÷èñåë, íî è èç
ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ áîëåå ñëîæíîãî âèäà, ñêàæåì, ôóíêöèé èëè ìàò-
ðèö. Ïîÿñíèì ýòî ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè.
Ïðèìåð 3.2.5.1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà yn(x) = 1

x2 + n2 , ãäå
n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ó êàæäîé èç òàêèõ ôóíêöèé îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Xn : {(−∞,+∞)} � ìíî-
æåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, â òî âðåìÿ êàê îáëàñòü çíà÷åíèé Yn :{(

0, 1
n2

]}
� ðàçëè÷íàÿ äëÿ ðàçíûõ íîìåðîâ n.

Äëÿ êàæäîãî íîìåðà n ôóíêöèÿ óêàçàííîãî âèäà ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííà, ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ñîâîêóïíîñòè âñåõ òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî
èñïîëüçîâàòü òåðìèí ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðûé ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-
ñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ Xn ôîðìóëà yn(x) = 1

x2 + n2

çàäàåò èìåííî ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî lim

n→∞
1

x2 + n2 = 0 ïðè ëþáûõ x ∈ Xn. Ïîýòîìó åñòå-
ñòâåííî ôóíêöèþ y∗(x), ðàâíóþ 0 ∀x ∈ {(−∞,+∞)} , íàçâàòü ïðåäåëîì
ôóíêöèîíàëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn(x) è çàïèñûâàòü
ýòîò ôàêò â âèäå lim

n→∞
yn(x) = y∗(x).

Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ ìàòðèö. Äåéñòâèòåëüíî, ðàç ýëå-
ìåíòàìè ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà, òî ìàòðè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæ-
íî ñòðîèòü, çàìåíÿÿ ýòè ýëåìåíòû ÷ëåíàìè ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
èìåþùèìè îäèíàêîâûå íîìåðà.
Ïðèìåð 3.2.5.2. Ïóñòü ýëåìåíòàìè êâàäðàòíîé ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà

‖An‖ =
∥∥∥∥

a11,n a12,n

a21,n a22,n

∥∥∥∥
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ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíû ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

a11,n =
n

n + 1
, a12,n =

1
n + 2

, a21,n =
1

n + 1
, a22,n =

n

n + 2
,

òîãäà ïðèñâàèâàÿ íîìåðàì çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, . . . ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîñòîÿùóþ èç ìàòðèö

{ ∥∥∥∥
1
2

1
3

1
2

1
3

∥∥∥∥ ,

∥∥∥∥
2
3

1
4

1
3

1
2

∥∥∥∥ ,

∥∥∥∥
3
4

1
5

1
4

3
5

∥∥∥∥ ,

∥∥∥∥
4
5

1
6

1
5

2
3

∥∥∥∥ , · · ·
}

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {a11,n}, {a12,n}, {a21,n}, {a22,n} ñõîäÿùè-
åñÿ è

lim
n→∞

n

n + 1
= 1 , lim

n→∞
1

n + 2
= 0 , lim

n→∞
1

n + 1
= 0 , lim

n→∞
n

n + 2
= 1 ,

òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî è ìàòðè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖An‖ ñõîäèòñÿ è
ïðèòîì ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå âòîðîãî ïîðÿäêà, òî åñòü

lim
n→∞

‖An‖ = ‖E‖ =
∥∥∥∥

1 0
0 1

∥∥∥∥ .

Ïðèìåð 3.2.5.3. Åùå ðàç âñïîìíèì "çàäà÷ó î æóêàõ."

Ïóñòü ñòîëáåö ‖Xn‖ =

∥∥∥∥∥∥

x1,n

x2,n

x3,n

∥∥∥∥∥∥
îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå æóêîâ ïî ñðå-

äàì îáèòàíèÿ âî âðåìÿ íàáëþäåíèÿ ñ íîìåðîì n. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ïðè
ñëåäóþùèì, n+1-îì íàáëþäåíèè, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (2.3.2) áóäåò îïðå-
äåëÿòüñÿ ôîðìóëîé

‖Xn+1‖ = ‖A‖ · ‖Xn‖ ,

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå
∥∥∥∥∥∥

x1,n+1

x2,n+1

x3,n+1

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

0.3 0.5 0.4
0.4 0.1 0.2
0.3 0.4 0.4

∥∥∥∥∥∥
·
∥∥∥∥∥∥

x1,n

x2,n

x3,n

∥∥∥∥∥∥
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å âîçíèêàåò ìàòðè÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}, çàäàííàÿ ðåêóððåíòíî, êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ òðåõêîìïîíåíòíûì ñòîëáöîì, îïèñûâàþùåì ðàñïðåäåëåíèå ÷èñ-
ëà æóêîâ ïî ñðåäàì îáèòàíèÿ âî âðåìÿ n-ãî íàáëþäåíèÿ.

Ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêîé ôîðìû çàïèñè ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷åé è âûõîäèò çà ðàìêè
íàøåãî êóðñà. Îäíàêî, ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ åå ÷ëåíîâ ñ
ðîñòîì n ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðîâåäÿ ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû è ïîñòðîèâ ãðàôè-
÷åñêèå äèàãðàììû.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîëíàÿ ÷èñëåííîñòü êîëîíèè ïîñòîÿííà è ðàâíà 238
îñîáÿì, íàéäåì íåñêîëüêî íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ
ðàçëè÷íûõ èñõîäíûõ âàðèàíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ æóêîâ ïî ñðåäàì. Ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àè "â íà÷àëå âñå æóêè áûëè íà áåðåãó", çàòåì - "â íà÷àëå âñå æóêè

55



Ðèñ. 3.4: Èçìåíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà æóêîâ ïî ñðåäàì îáèòàíèÿ
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áûëè â âîçäóõå", "â íà÷àëå âñå æóêè áûëè íà âîäå" è, íàêîíåö, ñëó÷àé, êî-
ãäà ÷èñëî æóêîâ â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ â íà÷àëå áûëî ïðèìåðíî îäèíàêîâûì.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû ýòèõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé èìåþò âèä:

∥∥∥∥∥∥

238
0
0

∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥

0
238

0

∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥

0
0

238

∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥

79
79
80

∥∥∥∥∥∥
.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ÷èñëà æóêîâ ïî
ñðåäàì îáèòàíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ.3.4.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì òîò ôàêò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îêàçà-
ëèñü ñõîäÿùèìèñÿ (è äîâîëüíî áûñòðî) ê ðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, êî-
òîðîå ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû ‖A‖ , îòâå÷àþùåìó åå
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 1, è èìåþùåìó âèä

∥∥∥∥∥∥

92
60
86

∥∥∥∥∥∥
.
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